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数论 这 门 学 科 最 初 是 从 研究 整数 开始 的 , 所 以 叫做 整数 论 . 后 来 整数 
论 又 进一步 发 展 , 就 叫做 数论 了 . 确切 的 说 , 数论 就 是 一 门 研 究 整 数 性 质 
的 学 科 . 它 是 最 古老 的 数学 分 文 . 按照 研究 方法 来 说 , 数论 可 以 分 成 初等 
数论 , 解析 数论 , 代数 数论 , 超越 数论 , 计算 数论 , 组 合 数论 等 . 

初等 数论 所 包含 的 一 个 重要 内 容 是 研究 数论 函数 的 各 种 性 质 , 而 著 
名 的 Smarandache 函 数 S(n") 是 重要 的 数论 函数 之 一 , 它 是 由 美 籍 罗马 尼 
亚 著 名 数论 专家 F. Smarandache 教授 提出 的 . 此 外 , 在 1991 年 美国 研究 
出 版 社 出 版 的 《只 有 问题 , 没有 解答 》 一 书 中 , F. Smarandache 教 授 提出 
了 105 个 关于 特殊 数列 、 算 术 函 数 等 未 解决 的 数学 问题 及 猜想 . 随 着 这 
些 问题 的 提出 , 许多 学 者 对 此 进行 了 深入 的 研究 , 并 获得 了 不 少 具 有 重要 
理论 价值 的 研究 成 果 . 

本 书 主要 内 容 是 作者 在 西北 大 学 攻读 硕士 学 位 期 间 所 发 表 的 研究 论 
文 的 汇编 , 包括 Smarandache 函数 的 均值 分 布 、 伪 Smarandache 函数 的 
性 质 及 其 挛 生 素数 等 一 些 问 题 . 关于 这 些 问 题 , 作者 都 仔细 分 析 了 它们 的 
背景 、 研 究 现状 、 问 题 来 源 . 在 每 一 章节 中 还 列举 了 国内 外 学 者 对 各 个 
相关 问题 的 最 新 动态 和 研究 成 果 , 同时 还 提出 了 关于 这 些 函数 的 一 些 新 
问题 . 另外 , 应 美国 出 版 社 High American Press 的 要 求 在 第 七 章 我 们 翻 
译 了 部 分 国外 最 新 Smarandache 理论 研究 的 现状 及 其 各 类 应 用 . 有 兴趣 
的 读者 可 以 对 这 些 问 题 进行 研究 , 从 而 开拓 读者 的 视野 , 引导 和 激发 读者 
对 这 些 领 域 的 研究 兴趣 . 

最 后 对 我 的 导师 张 文 鹏 教授 在 我 求学 历程 中 对 我 的 热情 茧 励 , 悉心 
指导 致 以 深 深 的 谢意 ! 在 本 书 的 编写 过 程 中 ， RHR, 王 好 , 刘 艳 妮 等 师 
姐妹 们 也 给 予 了 热情 的 帮助 和 文 持 , 同时 , 本 书 得 到 西北 大 学 研究 生 自 主 
创新 教育 项 目 (08YZZ30) 的 资助 ， 在 此 我 致 以 最 真诚 的 谢意 ! 
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第 一 音 Smarandachery Z4 


11 引言 


本 章 主 要 研究 一 些 关 于 smarandache 函 数 及 其 复合 函数 的 均值 , 分 布 
及 相关 问题 和 性 质 . 包括 Smarandache 函 数值 的 分 布 , F.Smarandache 可 
乘 数 函数 的 均值 , F.Smarandache LCM 函数 的 主 值 等 ， 其 中 前 6 节 为 
编者 在 攻读 硕士 期 间 的 研究 成 果 . 最 后 一 节 为 近期 国内 其 他 作者 研 
究 smarandache 函 数 性 质 的 几 个 最 新 结 

















1.2 ”关于 F.Smarandache 可 乘 数 函数 的 一 类 均值 


Wn 为 任意 正 整 数 , 一 个 算术 函数 J(n) 称 为 F.Smarandache 可 乘 
I, 如 果 f(1) = 1, "m > 1 An = pi ps?--- pee An 的 标准 分 解 式 ， 
有 f(n) = max {f (p27)}. 例如 函数 S(n) = min(m : m € N, n|m!] 
是 F.Smarandache 可 乘 函 数 ， 因 为 从 S(n) 的 定义 , 我 们 很 容易 推断 出 如 
Rn = pt ps? ---pe* zen 的 标准 素 因 数 分 解 式 , 那么 

















S(n) = max {S(p;")}. 


1<i<k 





所 以 说 S(n) 是 F.Smarandache HJ Æ RZ, 它 的 前 儿 个 值 是 5S(1) = 1, 
S(2) = 2, 5(3) = 3, S(4) = 4, S(5) = 5, S(6) = 3, $5(7) = T, S(8) = 4, 
S(9) = 6, S(10) = 5, +--> . 关于 S(n) 的 算术 性 质 ， 有 不 少 学 者 进行 过 
研究 , 获得 了 许多 有 重要 理论 价值 的 研究 成 果 , 参阅 文献 中 , [3], [4] [5]. 
例如 , Farris Mark 和 Mitchell Patrick 在 文献 2] 中 研究 了 S(n) 的 有 界 性 
问题 ， 得 出 了 S(p*) 的 上 下 界 估计 . 即 就 是 证 明了 : 






































(p—1)a +1 < Sp) < (p -— 1)la + 1+ logpa] +1. 





Lu Yaming [3] 中 研究 了 一 个 包含 S(n) 的 方程 的 可 解 性 问题 ， 证 明 
了 对 任意 正 整数 上 > 2, 方程 


S(mi +M +---+ my) = S(mi) + Sm) +--+ Smg) 
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有 无 穷 多 组 正 整数 解 (mi, ma, - ,mx). 
Jozsef Sandor [4] 中 进一步 证 实 对 任意 正 整 数 k > 2, 存在 无 限 多 组 
正 整 数 (mi,m2z,… ,mx) 满 足 不 等 式 : 





S(m; -- ma +: + mp) > S(mi) + S(ma) t+ S(my). 





同样 又 存在 无 限 多 组 正 整数 (mil， a , ME) 使 得 
S(m; -- ma +--+ my) < S(mi) + S(ma) t+ Smp). 
徐 哲 峰 在 文献 [5] 中 研究 了 S(n) 的 值 分 布 问题 , 获得 了 一 个 更 深刻 


的 结果 . 即 就 是 证 明了 下 面 的 定理 ; 
设 P(n) Ran 的 最 大 素 因 子 , 则 对 任意 实数 x > 1, 我 们 有 渐 近 公式 : 


3 r? x 
S (S(n) - Pln)? = 22 vo ) (1-1) 


nír 
































其 中 C(s) 表示 Riemann zeta- K A. 
此 外 , Hin = pt pg? … p28* 为 n 的 标准 素 因 数 分 解 式 时 , 我 们 令 





SL(n) maxipt', Po”, pu pr} 


显然 这 个 函数 也 是 F.Smarandache HJ 3f PÉ 23, "t 9K T EF.Smarandache 
LCM b. 关于 这 个 函数 的 性 质 , 也 有 不 少 学 者 进行 过 研究 , 参阅 文 
献 [6], [7] 和 [8]. 

ELI 0) — ^ F.Smarandachen] RZS (n). 的 均值 问题 , 根据 文 
献 [9], 我 们 定义 S(n) 如 下 :5(1) = 1, 当 > 1 An = pt p? -- pz^ An 的 
标准 素 因 数 分 解 式 时 , 我 们 令 : 








-一 








S(n) = max(aipi, Q2p2, A3P3, t, Okpk)- 


容易 验证 这 个 函数 是 F.Smarandache 可 乘 函 数 . 关于 它 的 初等 性 质 , 不 少 
学 者 也 进行 过 研究 , 如 文献 [6] 中 指出 在 (1) 式 中 用 5(n) 替换 S(n) 结论 同 
样 成 立 . 文献 [9] 中 还 证 明了 下 面 的 结论 : Wk 为 任意 正 整数 . 那么 对 任意 
实数 z > 1, RATAAN: 
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定理 1.1 “对 任意 实数 z > 1, 我 们 有 渐 近 公式 


2 O x(InIn x)? 
1 — "d Iz In? x 
) E 》 
neN 
S(n)<x 


^. In(n + 1) om 
其 中 一 2 __ Ade x 
Rc 2. uum MEZ. 
证 明 在 这 一 部 分 , 我 们 用 初等 方法 及 素数 定理 直接 给 出 定理 的 证 
Hj. Wa 是 实数 且 z > 2, 那么 对 任意 素数 p < x, 显然 存在 唯一 的 正 整 
Ba = o(p) 使 得 















































或 者 





由 函数 5S(n) 的 性 质 知 如 果 n = pip --- pee 是 的 标准 素 因 子 分 解 
w, 那么 当 5(n) € x 时 对 于 任意 din WASA) < x. 此 外 , 对 任意 正 整 
Zim 和 n， 当 (m,n) = 1 HS(m) € 2, S(n) € x Wi, 由 函数 S(n) 的 定义 
不 难 推出 5(mn) < x. 所 以 当 a(p) = [z 时 , 设 m = lI». WA 


psg 
ÆES(n) € x 的 正 整 数 n 都 是 m 的 因子 . WEN 表示 所 有 正 整数 集合 , 则 通 
过 前 面 分 析 以 及 除数 函数 的 性 质 我 们 有 

















Y 1= 31-49 -I (+) = 2 (1-2) 


nEN d|m psx 
S(n)€z 


Wk = |in? x], 那么 应 用 素数 定理 (参阅 文献 [10] 和 [11]) 


























D<Z 
我 们 可 得 
Ym (1+]2]) = ` n(1+|2]) + p» in (1+ [2] 
pza d -— PI- aye 
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2. 2 
X qoa 


Il 

E 
一 人 

— 

十 
S18. 
NY 

一 ~ 








n=l 5a 
= x x 

= == In(n 4-1) - O | 
=I nlnz (n -- 1)In =| 





z x3 In(n+1) NT (set) 





Inz 4 n(n + 1) In? x 
2 
Ee (= to (Ao ) . 
l In* x 
其 中 c = y BUD 是 一 个 常数 
m — n(n- 1) 
结合 (1-2) (1-3) 式 立 刻 得 到 渐 近 公式 
a(1n In x) 
x 1 =e A * 2! 
ncN 
S(n)€z 

















于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 












































到 
1 
n(x) 
z (in In a)? 2 
> 1 _ tol = ) - e. o (tna) 
d Ing 
S(n)xa 


在 上 式 中 取 x — oo 不 难得 到 如 下 的 推论 : 


x k- vl 
In? x n 


| 得 


由 我 们 的 定理 及 素数 定理 并 注意 到 y — 0 时 ey 二 1 + O(y) WY 





n=1 


(1-3) 
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推论 1.1 对 任意 实数 z+ > 1, Arle) 表示 所 有 不 大 于 x 的 素数 的 个 
数 , 则 我 们 有 极限 公式 


m 
n(x) 


1.3 Smarandache 函 数值 的 分 布 





对 任意 正 整数 n, 车 名 的 Smarandache 函 数 S(p) 定义 为 最 小 的 正 整 
Bim 使 得 njml, 即 S(n) 2 min(m: n|m!, m e NV. 从 函数 S(n) 的 定义 ， 
我 们 很 容易 推断 出 如 果 m = pr ps? pe 是 n 的 标准 素 因 数 分 解 式 , HS 
么 














S(n) = max (5(97)). 

.从 这 个 公式 我 们 可 以 得 出 : SA) = 1, S(2) = 2, $(3) = 3, S(4) = 
S(5) = 5, $(6) = 3, S(T) = 7, S(8) = 4, S(9) = 6, om-s sun 
S(12) = 4, S(13) = 13, S(14) =7, S(15) 2 5, S(16) 2 6, ------ 

在 这 一 节 , 作为 [外] 式 的 注释 ， Se ait 函数 S(n ) 的 
-- een 性 质 , 并 且 获 得 一 个 新 的 较 强 的 渐进 公式 . 即 就 是 , 我 
们 证 明了 如 下 的 : 


定理 1.2 kk 是 给 定 的 正 整 数 且 k > 2. 那么 对 任意 的 实数 x > 3， 
我 们 有 如 下 的 渐进 公式 : 


LG) ad a 
Y (S(n^) u kP(n))? _ 2k - F + Ok (iz) ; 























nír 


其 中 C(s) X Riemann zeta-BAk, Oy 表示 常数 值 仅仅 取决 于 k 的 大 -O . 


定理 1.3 ”对 任意 的 实数 z > 3, 我 们 也 有 


; 2k2C(3) x? r? 
Y: (Sut) - kei - 22. eo). 


lng 











nír 
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其 中 算术 函数 9M(m) 定义 作 SM(1) = 1, HSM(n) = maxı<i<ck{aipi}, 
如 果 n = p ps? .DA 是 n 标准 分 解 式 . 


1.3.1 JL 5138 






































为 了 证 明 上 面 的 定理 , 我 们 需要 下 面 的 几 个 引 理 . 首先 我 们 有 

引 理 1.3.1 kk 是 给 定 的 正 整 数 且 Vn >k>2. 那么 我 们 有 

G) 如 果 P(n) > n, MBAS(n*) = SM(n*) = kP(n). 

(i) 5n = mp,P(n), Hn? < p, < P(n) € yn, 那么 S(n*) = 
SM (n*) = kP(n) . 

(iii) 如 果 n = mP?(n) An? < P(n) € n, 那么 S(n*) = SM(n*) = 
2k Pn). 


证 明 我们 只 证 明 S(m*) 的 结果 . 类 似 的 , 我 们 可 以 推导 出 SM (n^). 
PAE UE HA (i). Wn = pf pg? --- p.i P(n) 是 n 的 标准 分 解 式 . 由 于 P(n) > 
Vn, 我 们 有 pkeapkoz pro < Vnk < Pk(n), Hpk] (kP(n))!, i = 
1, 2, ---, r—1. T n^ | (kP(n)). But P*(n) t (kP(n) — 1). 所 以 ， 
S(n*) = S(P*(n)) = kP(n). 

这 样 就 证 明了 引 理 1.3.1 的 人 5X. 

从 n3 < pi < P(n) € yn 和 证 明 结论 (i) 的 方法 我 们 很 容易 得 到 引 
理 1 的 (让 式 . 那 就 是 , S(n*) = kP(n). 

如 果 n = mP?(n) and n3 < P(n) € Vn, 那么 m < P(n). Since 
P?*(n)| (2kP(n))!, 于 是 me| (2kP(n))!. S8 P2*(n) + (2kP(n) —1)!, 所 
MS(n*) = 2kP (n). 

这 样 我 们 就 证 明了 引 理 1.3.1. 























引 理 1.3.2 kk 是 给 定 的 正 整 数 且 上 > 2. 于 是 对 任意 的 实数 7 > 3, 
我 们 有 估计 式 


3 (S(n*) — kP(n)) < k?r3 In? x 


和 
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WEBB itn = 29252 .Do 是 7 的 标准 分 解 式 AB AS(n*) 
max {S(pk")}. kap = max {ka;pi}, 那么 S(n*) < kplan. HER 


1<i<r 


到 a = 1, 于 是 kp = kP(n), 所 以 S(n*) — kP(n) = 0, 并 且 我 们 有 
Y) (S) -kP E PP) 











nx nzz 
P(n)<n3 P(n)<n3, P?(n)|n 
< »» k?p In? z < p» p b» k? ln? x = Op (z^ In?) . 
DE "m 
PSZ35 





这 样 我 们 就 证 明了 引 理 1.3.2. 


引 理 1.3.3” 设 p 是 一 个 素数 , m 是 一 个 正 整 数 且 m < a5. MARA 


2 2x3 c2 
= +0 | ——->-— I. 
2, á 3m? (In z — In m) (- (In? =) 





NIW 


证 明 这 个 渐进 公式 我 们 可 以 从 Abel 恒等式 得 到 (参考 文献 [13] 的 定 
理 4.2 ) 








1.3.2 证 明 


在 这 一 部 分 , 我 们 将 彻底 的 证 明 上 面 的 定理 . 我 们 只 证 明定 理 1.2. 
类 似 的 , 我 们 可 以 推导 出 定理 1.3. 从 引 理 1.3.1 我 们 知道 如 果 P(n) > Vn, 
那么 S(n*) = SM(n*) = kP(n). FÆ, 结合 引 理 1.3.1 和 引 理 1.3.2 我 们 有 


》 (S(n") - kP(n))” 


= 和 (S0) -kP + SD (Sak) kP(n))’ 


nr nír 


P(n)» Vn P(n)& m 
= 》 (S(n*)-kP(m) 


nír 


P(n)<V/n 
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Y. (S(n¥)-kP(n))"+ Y (S(n*-kP(m) 


nz nz 
P(n)<n3 n3 «P(n)&n 
= ` (S(n*) — kP(n)) + Ox (x In? z) l (1-4) 
nír 


n3 «P(n)&vn 


注意 到 如 果 n3 < P(n) € Vn, 那么 有 如 下 三 种 情形 : 

(a)n=m- P?(n) Em < P(n). 

(b) n =m- pı- P(n) Hm <n3 < p, < P(n). 

ie n=m-P(n) R.P(m) € n3. 

从 (b) 和 (cj)， Ui ES(n*) = kP(n), 那么 (1) 中 的 和 式 等 于 0， 如 

果 S(n*) A kP(n), 那么 肯定 存在 一 个 素数 p 使 得 palm, a > 2 Hap > 
P(n). TÆ, 我 们 有 P < ns. 根据 引 理 1.3.2 的 估计 方法 , 我 们 可 以 推导 
出 (b) 中 的 次 宕 不 会 超过 z In?z. 于 是 , 从 引 理 1.3.1 Bg (i) 我 们 有 


SO  (8(n*) — kP(n))” 


nír 


n3«P(n)& vn 


mp? «x 
(mp?)3 <p< V mp? 
十 X (S(mpip2) 一 kP(mpipz))? + Ox (zi ln? z) 


Mpıp2 <T 
]: 
(mpip2))3 «pi «po < /mpip2 


= » (k?^p?) + Ox (s? In? z) 
mp? «x 


(mp2) 3 «px J/mp? 
= XE >》 kp?+Ok (2: In? x) (1-5) 


ub 2 2« cr 
m«rz3 m <P Sm 
































现在 应 用 引 理 1.3.3 我 们 有 


y y k?p = Y | ; 2k?ry3 +o — )) 


3m2 (In z — Inm 
mszs mm <k pS m<r3 ( 
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3 3 3 
2x23 k? z23 T2 
= 到 一 一 — +0 — Or | 一 一 
3lnz 2 z us | 2 " J T (=) 














m<evine 人 eVnt<m<a3 
2k7¢(3) xà r? 
= : O ] 1-6 
3 lng TRE ln? x E 





结合 (1-4), (1-5) 和 (1-6) 我 们 很 容易 得 到 渐进 公式 


XG) ad ji 
Y^ (S(n*) - kP(n)) = 2k - a (=) | 


= ‘Ing 
这 样 便 证 明了 定理 1.2 


用 同样 的 方法 我 们 可 以 证 明定 理 1.3. 




















1.4 Smarandache 函 数 dy(n) 的 均值 





在 本 节 我 们 定义 另 一 个 F.Smarandache pki Md p(n) 如 下 : djy(n) 表示 
最 小 的 正 整数 mm 使 得 njmll， 即 为 dy(n) = min(m € N: nm}. 关于 这 
个 函数 的 初等 性 质 , 我 们 目前 知道 的 很 少 , 甚至 还 不 知道 是 否 有 人 研究 这 
一 问题 . 在 文献 [114 中 , Kenichiro Kashihara 介绍 了 这 一 函数 , 同时 建议 
我 们 研究 函数 S(n) 与 dy(n) 之 间 的 关系 . 由 这 两 个 函数 函数 的 定义 不 难 
推出 














ds(W! > S(n) > (dy(n) — 1)! 
所 以 我 们 有 





di(n) =min{m: m! > S(n)}. 


显然 这 是 函数 S(n) 与 dy(n) 之 间 的 一 个 简单 关系 . 
本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 及 解析 方法 研究 函数 dy(n) 的 均值 性 质 ， 
并 给 出 一 个 较 强 的 渐 近 公式 . 具体 地 说 也 就 是 证 明 下 面 的 : 


定理 1.4 tin 为 任意 的 正 整 数 , 则 对 任意 实数 x > 1 我 们 有 渐 近 公 


zin zin 
2 din) ~ hhg ad (axes) l 


nzz 

















A 
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证 明 这 节 我 们 直接 给 出 定理 的 证 明 . 根据 函数 5S(n) 的 性 质 及 dy(n) 











dj(n)! > S(n) > (dy(n) — 1). 
对 该 式 两 边 取 对 数 可 得 


> lni > In S(n) > ` In i. 


i<dy(n) i<dy(n)—-1 


由 文献 [1] 中 Euler 求 和 公式 我 们 有 : 





` Ini 2 mlInm — m 4 O(In m), 








i€dj (n) 
> Ini = mlam — m + O(In m) 
icdg(n)-1 
TR 
mlam — m 4- O(In m) > In S(n) 2 mln m — m 4- O(In m), 
所 以 
InS(n) = mln m — m + O(In m), (1-7) 
RẸ 
_ InS(n) +00) 
Inm— 1 
由 (1-7) 还 可 推出 nm ~ InIn S(n), 那么 
In S(n) 
m= AORA 
|. InS(n) ( In S (n) ) i 
— InIn S(n) ad In?In S(n)/ ` den) 





因为 m = dy(n)， 所 以 由 (1-8) 式 可 得 


In S(n) In S(n) 
> dr) = nln S(n) ub (Y: re | 


nír nír 
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Inn qnse £ 
-一 ~ < = LE d 
< InInS(n) M SET mn PE ES) 


] l 
< ot o (E) (1-9) 








Ininx In* lnz 


对 任意 正 整数 mw Bn = pupe.. p 表示 n WRIA. 我们 将 所 
有 1 <n < zx 的 正 整 数 n 分 为 两 个 子 集 合 4 和 BB， 其 中 集合 4 包含 区 
Wa, e) 中 所 有 满足 ai > 2 ESO, i=1, 2,---,k. 而 集合 B 包含 
区 间 [1，z] 中 所 有 不 属于 集合 4 的 那些 正 整 数 ， 那 么 





























InS(n) _ In S(n) In S(n) (1-10) 
InInS(n) | In In S(n) InIn S(n) 
xc nic nic 
ncA ncB 
由 函数 5S(n) 的 性 质 我 们 可 得 
ln S(n) Ina: In x 
一 一 一 一 一 1 
InIn S(n) = Ininz BUE 2 
<r n<r NT 
ncA ncA ncA 
yelong Ina 
: 1-11 
= Ininx de Ininx ( ) 
此 外 ， 
In S(n) In S(np) Inp 
Raw CIT Pd di. MN 
F In In S(n) 2 InIn S(np) P InInp 
ncB 


(n, p)=1 (n, p)=1 


D 
<x píz 


二 和 plnlnp InInp 
prin 


Inp 1 1 
= REY +0 P (1-12) 
“= p Ininp “= ninp 
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由 Abel 恒等式 我 们 可 得 


Inp 1 In x In x 
= 1-13 
2 p lnlnp aie *o( 2 ) ( ) 


= In^lnx 











In p 
1-14 
2. In Eo eT ( ) 





于 是 结合 (1-9), (1-10), (1-11), (1-12), (1-13) 及 (1-14) 式 我 们 立刻 得 到 
rlnz ZInZ 
2 drin) hhz TE (asy) 


于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 














1.5  XTF.Smarandache LCM 函数 以 及 它 的 主 
值 


对 于 任意 的 正 整 数 n, 著名 的 F.Smarandache LCM PA ZI SL(n) 定义 
为 最 小 的 正 整 数 k 使 得 n | [1, 2, ---, kl, HEAL, 2, ---, k| 表示 1, 2, 
,上 的 最 小 公 倍 数 . 例如 , SL(n) 的 前 儿 项 值 是 SL(1) = 1, SL(2) = 2, 
SL) = 3, SL(4) = 4, SL(5) = 5, SL(6) = 3, SL(7) = 7, SL(8) = 
8 SrO = 9, SL(10) = 5, SE(11) — 11, SL(12) = 4, SL(13) = 13, 
SL(14) = 7, SL(15) = 5, ---. 关于 SL(n) 的 性 质 , 一 些 学 者 已 经 作 了 研 
究 , 并 且 获 得 了 很 多 有 趣 的 结果 , 参阅 文献 [18] 和 [19]. 例如 , Murthy [19] 
cae 是 一 个 素数 , 那么 SL(n) = S(n), HH S(n) 表示 Smarandache 
函数 , 等 等 , S(n) = minf{fm: n|m!, m e N}. 相应 的 , Murthy [19] 还 提 
出 了 如 下 的 问题 














S. Lin) = S). Stn) sen? (1-15) 





PRIS iu Qui ed dde. , 并 且 证 明了 如 下 的 结论 : 
一 个 满足 (1-15 ) 式 的 正 整数 n 能 够 表示 为 





n—12 或 n-—prpy prp, 
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其 中 pj， pa, Pr, P 是 不 同 的 素数 ， Jf Hay, Q2, °°°, Ap 满足 p > p^ 
i-1,2,-,r 的 正 整数 . 
HABI] 获得 了 如 下 的 渐进 公式 : 


T2 x k C; q^ m? 
SU e ct. M n P 
> (n) = 75 pur AL 





在 参考 文献 [11] P, 张 文 鹏 教授 让 我 们 研究 》 In SL(n) 的 渐进 性 质 . 
nír 
关于 这 个 问题 , 好 像 还 没有 人 研究 过 , 至 少 我 们 没有 看 到 与 此 相关 的 文 
章 . 本 节 我 们 将 用 初等 的 方法 来 研究 这 个 问题 , 并 且 获 得 了 一 个 非常 好 的 
结果 . 那 就 是 ,我 们 证 明了 如 下 的 : 




















定理 1.5 ”对 任意 的 实数 x > 1, 我 们 有 渐 近 公式 


>_lnSL(n) = zInnz +0 (zx). 


nír 

















用 证 明定 理 1.5 IARRI AY AUE H ER 2365 (n) BS EA EIE AS R. 
那 就 是 , 我 们 有 如 下 的 : 


定理 1.6 ”对 任意 的 实数 x > 1, 我 们 有 


>_lnS(n) — zlnz 4 O(z), 


nír 


其 中 S(n) 表示 Smarandache 函数 . 














证 明 为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 需要 如 下 的 两 个 引 理 . 


引 理 1.5.1 ”对 任意 的 正 整 数 n > 1, Kn = p pg? -- -p 表示 n 的 
E AGUA, deo, 22,0? > 2,… Qs > 2, 那么 我 们 称 这 样 的 正 整 数 n 
是 完全 平方 因子 数 . 设 A2(T) 表示 所 有 不 超过 x 的 完全 平方 因子 数 的 整 
A, 那么 我 们 有 下 面 的 渐 近 公式 
CG) UE a 1 3 i 
A 一 < 72 2A = 5 
2(7) c3)" 十 cay +0 (2 exp E C logs x(log log x) 3) ; 


其 中 C > 0 是 一 个 常数 . 
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证 明 参阅 参考 文献 [20]. 
引 理 1.5.2 kp 是 一 个 , k 是 任意 的 正 整 数 . 那么 对 任意 的 正 整 
žr 1, 我 们 有 如 下 的 渐 近 公式 


y Inp = zlnz +0 (zx). 
pk<z 
(p, k)=1 























证 明 从 几 个 不 同形 式 的 素数 定理 (参阅 参考 文献 13], [11] 和 [10]) 
我 们 知道 





I 
Y P -nze0(), 





ka 
化 
2p =z+O (=>) 

和 
` np =D+0 (=) l 
k<a 

其 中 DD 是 正常 数 . 

应 用 这 些 渐 近 公式 我 们 有 





>. Ing. = 2 p 2. 1 
STI <2 EE 
(p. b) ! i 


-人 


psx 


= oy mE Po (E) 


D<Z D<Z píz 


= gine +0 (zx). 





这 样 便 证 明了 引 理 1.5.2. 


现在 , 我 们 用 这 些 引 理 去 完成 我 们 定理 的 证 明 . 设 U(n) = 
> hn SL(n). 首先 我 们 估计 U(n) 的 上 界 . 事实 上 从 F.Smarandache LCM 


nír 
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PRALSL(n) 我 们 知道 对 任意 的 正 整 数 n, SL(n) € n Mln SL(n) € Inn, 于 


是 我 们 有 
> In SL(n) < > Inn. 
nír nír 


从 欧 拉 求 和 公式 (参阅 参考 文献 13]) 我 们 很 容易 推导 出 





(mW<>》hn=znz-z+olnz)=zmz+O(z). (1-16) 


nír 


现在 我 们 估计 UV(n) 的 下 界 . 对 任意 的 正 整 数 " > 1, Ken = 
DU pg p Hann 素 因 数 分 解 式 , RIEK, n) 分 成 两 个 子 集 4 
and B. A 表示 所 有 区 间 [1, n] 内 满足 mm > 2 (i = 1 2, ---, s) 的 整数 集 
fr. 这 就 是 说 , A 表示 区 间 [1, n] 内 所 有 的 square-full 数 的 集合 ; B. 表示 在 
区 间 n € [1, n] 内 但 n 4 A 的 所 有 整数 集合 . 于 是 我 们 有 


In SL(n) 4 In S L(n 
2 2 


nír nír 
ncA neB 


从 引 理 1.5.1 和 集合 4 的 定义 我 们 有 


>》 InSL(n) < > nn Soin -Ihnz!1 


nír nír nzc nír 
ncA ncA ncA ncA 


= Inz- As(x) < VzInz. 














现在 我 们 估计 在 集合 B HRA 由 于 SL(n) = 
max(pf^, pg*, ---, po} (参阅 参考 文献 [19]), 所 以 对 任意 m € B, 必然 存 
在 一 个 素数 p 使 得 pln Ap? tn. 于 是 , 从 定义 SL(n) 我 们 有 SL(np) > p. 
应 用 这 些 估计 式 我 们 很 容易 推导 出 


In SL(n) EN In SL(np) > X In p. (1-17) 


nír np<x np<x 
neB (n, p)=1 (n, p)=1 


那么 从 引 理 1.5.2 和 (1-17) 我 们 有 














> In SL(n) > zlnnz-O(r). (1-18) 
nc 
neB 
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Y 


Hier (1-16) 和 (1-18) RATE APS SEL P BREUI IAN 


> mmSL(n) = zlnz +0 (zx). 


nír 


这 样 就 证 明了 定理 1.5 




















用 证 明定 理 1.5 的 方法 我 们 仍然 可 以 证 明定 理 1.6. 








1.6 Smarandache Pierced 链 


如 果 n > 1, 那么 c(n) = 101 x (1047-4 + 10475 +... + 107^ +1) 5€ 
X Smarandache Pierced 链 . 它 的 前 几 项 值 为 : 








101, 1010101, 10101010101, 101010101010101, 1010101010101010101,------ 





我 们 可 以 看 到 其 各 项 值 非常 漂亮 而 且 比 较 特别 . Smarandache [14] 提出 
让 我 们 解决 关于 Smarandache Pierced 链 的 如 下 两 个 问题 : 


问题 1: A 中 有 多 少 个 素数 ? 


问题 2 atn > 2 RAREN 为 无 平方 因子 数 ? 








关于 问题 1, Smarandache 提 到 首要 问题 是 





10% — 1 = (104 — 1) (10**-* + 10 3 +- - - + 10+ 1) = (10t — 1) x cn) 


的 两 个 因 式 . 最 终 Smarandache 研究 了 这 两 个 因 式 并 且 证 明了 5 和 不 是 
素数 . 关于 问题 2, 好 像 没 有 人 研究 过 , 至 少 我 们 以 前 没有 见 到 过 相关 文 
章 . 本 文 的 主要 目的 是 应 用 初等 方法 来 研究 这 个 问题 , 并 且 得 到 了 彻底 的 
解决 . 即 就 是 , 我 们 证 明了 下 面 的 : 

定理 1.7 ”对 任意 实数 n > 2, FIO 不 是 无 平方 因子 数 . 

证 明 ”首先 我 们 给 出 无 平方 因子 数 的 定义 : 

Wk > 2 为 任意 整数 , n > 1 为 任意 自然 数 . 如 果 对 任意 整数 m > 1, 
有 m* tn, 那么 我 们 称 n AEk KERTA, 特别 的 当 = 2, 我 们 称 n 为 
无 平方 因子 数 . 
16 
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现在 我 们 直接 证 明定 理 . 
我 们 知道 





10 三 1(mod9). 





日 同 余 的 基本 性 质 : 
如 果 a = b(modm), 对 任意 的 正 整 数 n RIJA: a” 三 b"(modm) ( 参 
参考 文献 [?]). 那么 








Lu 








aui 


104^-* = 1(mod9), 
107775 = 1(mod9), 


1 = 1(mod9), 
于 是 
cn) = 053 30-854. oe T1079 +1) = 1(mod9). 
Ws, t 为 任意 实数 , 那么 我 们 推导 出 
c(n) _ 


T OSEE SEB, t= Ot, ,那么 


AM) L gs + t= 9s + 94 = 0s+h) =3%(s +t) 





从 上 面 我 们 所 给 出 的 无 平方 因子 数 的 定义 , T RT UL USO. 不 是 无 平 
方 因子 数 . 
这 样 我 们 便 证 明了 定理 . 
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1.7 Smarandache 函数 的 几 个 相关 结论 


在 这 一 部 分 我们 给 出 最 近 一 些 学 者 研究 得 到 的 部 分 关 
于 Smarandache 函数 的 几 个 相关 结论 . 











1.7.1 ”关于 Smarandache 函数 的 一 个 等 式 
在 一 篇 没有 出 版 的 文章 中 , Kenichiro Kashihara 博士 提出 让 我 们 研 
究 下 面 的 一 个 等 式 
S (a7) + S (ay) + + S(a") > nS (21) -S (a1) +--+ S (£n) (1-19) 


关于 这 个 问题 , 好 像 从 来 没有 人 研究 过 , 至 少 我 们 直到 现在 还 未 见 到 相关 
文章 . 本 文 的 主要 目的 是 应 用 初等 方法 来 研究 这 个 问题 , 并 且 证 明了 如 下 
的 : 


定理 1.8 ”对 任意 的 正 整 数 n > 1, 等 式 (1-19) 有 无 穷 多 组 正 整数 


解 (z1， X2, t7, Tn). 





























定理 1.9 “对 任意 的 正 整 数 m > 3, Je (xi, To, oo, In) 满足 等 式 
(1-19), 那么 zl x2, +++, tn 中 至 少 有 mn 一 1 个 是 1. 











显然 在 定理 1.8 Pn > 3 的 条 件 是 必须 的 . 事实 上 如 果 n = 2, 我 们 可 
以 得 到 zi1 = r = 2, 于 是 我 们 有 等 式 


S(z?) + S(z2) = 8(2*) 4-907) =4+4=8=25(2)5(2) = 29 (£1)S (£2). 





























于 是 如 果 n = 2, 那么 定理 1.8 是 不 正确 的 . 





























证 明 ”在 这 一 部 分 , 我 们 将 直接 证 明定 理 . 

首先 我 们 证 明定 理 1.8. 

如 果 n = 1, 那么 这 次 , 等 式 (1-19) 变 成 了 S(zx1) > S(z1), 并 且 对 所 有 
的 正 整数 zi 都 成 立 . 于 是 不 失 一 般 性 我 们 猜想 n > 2. 我 们 让 zi = x2 = 
Eni = 1, Zn = p > n, 其 中 p 是 一 个 素数 . 注意 到 S(1) = 1, S(p =p 
and S(p") = np, 于 是 我 们 有 























S (at) + S (£3) 十 +S (x) =n—14+ S(p") =n—1+np (1-20) 
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并 且 


从 (1-20) 和 (1-21) 我 们 立即 推导 出 
S (a7) + S (ay) 十 + S(a") > nS (x1): S (a1) +--+ S (£n) -(1-22) 


我 们 知道 有 无 穷 多 个 素数 p > n, 于 是 我 们 称 正 整数 组 








(z1, 22, 77, £n) = (1, 1, <, p) 
为 等 式 (1-20) 的 解 . 所 以 ， 等 式 (1-19) 有 无 穷 多 组 正 整 数 
解 (z1， X2, 777, Tn). 











这 样 便 证 明了 定理 1.8. 




















现在 我 们 证 明定 理 1.8. 假设 n > 3， 如 果 (z1，x2，… ，zn) 满足 
等 式 (1-19), 那么 zl za，…: ，zn 中 至 少 有 n 一 1 个 是 1， 事实 上 如 果 存 
S (at) +S (ay) + + S (17) > nS (v1) :S(T1) S (£n) .(1-23) 
那么 从 等 式 和 函数 S(n) 的 性 质 我 们 有 5S(zi) > 1 AS (2?) € nS(z;), 
{= 1, 2, m g k. 注意 到 al +a +--+ ak < 12:-:* Qj iil a; > 1 
Ak>3,i=1, 2,---, k; MRk = 2, Hia; + ao < aa, EARL H. 





Ma, = az = 2 (a, > 1, ag > 1). 于 是 这 次 , Bak (1-23) 变 成 
n— k++ S(r?) +S (13) + + S (aR) > nS(zi)S(z2)--- S(£k (1-24) 


WARK > 3, 那么 从 (1-24) 和 函数 S(n) 的 性 质 我 们 有 








n—k-n|S(zi) +S (x2) +- + S (rx) > nS(zxi)S(za2)--- S(ux) 
或 者 
Le +S (x1) +S (22) Tee +S (£k) > S(zı)S (z2) D S (xx ).(1-25) 


注意 到 0 < 2-5 < 1, 于 是 等 式 (1-25) 是 不 可 能 成 立 的 , 由 于 





S(zi)S(z2)--- S(zy) 2 S(z1) + S(x2) +--+ + Szk) +1. 
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如 果 k = 2, 那么 等 式 (1-24) 变 成 
n — 2 + S (27) +S (13) > nS(r1)S (x2). (1-26) 


注意 到 S(z") < nS(z), S(1) + S(22) < S(z1)S(z2) 并 且 等 式 成 联 当 且 
仅 当 zl = za = 2, 于 是 如 果 S(z1) > 2 MS (xy) > 2, 那么 (1-26) 式 是 不 可 
能 成 立 的 . 如 果 S(z1) = S(zx2) = 2, 那么 zx = T2 = 2. 所 以 ， 等 式 (1-26) 





5 (2") > = m (1-27) 


(BES (2") =m, 那么 m > 4, 如 果 n > 3. 从 函数 S(m) 的 定义 和 人 性质 
我 们 有 




















X fm-1 X fm 
> Fe] <"< 冯 图 
i=1 i=1 
ml m-1,m-1 3(m-1) 
ZI - = 
Eo peser = 
从 (1-28) 式 我 们 有 
一 工 
m= 8(2) > 41> o(m-1)+1=m+™ >m. 
这 个 等 式 是 不 可 能 成 立 的 . 于 是 如 果 n > 3 并 且 (z1，z2,… ,zn) 满足 等 
式 (1-19), 那么 zi, x2, +++, In 中 至 少 有 n 一 1 个 是 1. 








这 样 便 证 明了 定理 1.9. 





1.7.2 ”关于 文章 “一 个 新 的 算术 函数 的 主 值 ” 的 一 些 注释 


对 任意 的 正 整 数 n, 如 果 对 任意 的 正 整数 m Mn A(m, m) = 1, 我 
们 有 f(mn) = max{f(m), f(n)}, 则 称 算术 函数 /nm) 为 Smarandache 
aj RR Øi, Smarandache K 2S(n) 和 Smarandache LCM P% 
数 SL(n) 都 是 Smarandache H RAA. 在 参考 文献 24 中 , 我 们 发 现 一 
个 新 的 Smarandache FJ Fe eh BE f(n) 如 下 : fA) = 1; 如 果 n > 1, W 
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A f(n) = mex {— E 其 中 n = ppe- -pr An 的 标准 分 解 式 . 于 
是 我 们 研究 函数 Fn 的 主 值 性 质 并 且 证 明了 下 面 两 个 渐进 公式 : 
> f(n) = nlnz 十 入 : atO N (1-28) 


nír 


其 中 入 是 一 个 可 计算 的 常数 . 





25 (s(n) - ;) = E a) V InInz 4 d Jz +0 (a5) , (1-29) 


nír 











其 中 C(s) 是 歼 曼 zeta- 函 数 , Hd 为 可 计算 的 常数 . 

但 是 现在 , 在 参考 文献 [24] 中 的 方法 和 结果 是 错误 的 , 于 是 公式 (1- 
28) 和 (1-29) 是 不 正确 的 . 在 这 篇 文章 中 , 我 们 将 证 明 参 考 文献 [24 中 的 
错误 , 并 且 得 到 两 正确 的 结果 . 那 就 是 , 我 们 证 明了 如 下 的 : 






































定理 1.10 ”对 任意 的 实数 x > 1, 我 们 有 渐进 公式 


5 fa jg: 0 (sl). 


nír 


定理 1.11 对 任意 的 实数 x > 1, 我 们 有 渐进 公式 
1\? 1 c(3) T 
Y (5-3) - 36 c(3) Vi O (s j. 


其 中 C(n) LR zeta-& A. 











证 明 在 这 一 部 分 , 我 们 将 用 初等 和 解析 的 方法 来 证 明定 理 . 首先 我 
们 给 出 如 下 两 个 简单 的 引 理 : 














引 理 1.7.1 E ZRA 表示 所 有 平方 数 的 集合 . 于 是 对 任意 的 实数 x > 
1, 我 们 有 渐进 公 


zd ERE 77d 


ncA 


(3) 
(2) 
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其 中 C(s) ERB - zetaB A. 


1, RMA , 
en c3 " » 
neB 


其 中 NN 是 可 计算 的 常数 . 
WEBB ”这 两 个 引 理 的 证 明 可 参阅 参考 文献 [25]. 


现在 我 们 应 用 两 个 简单 引 理 来 完成 定理 的 证 明 . 事实 上 , 对 任意 的 
正 整数 n > 1, 从 函数 f(n) 的 定义 我 们 有 





























> fm) = HD) + V+ Yt, (1-30) 
7 nA nh 


其 中 4 表示 所 有 的 完全 因子 数 的 集合 . 那 就 是 说 , n > 1, 且 对 任意 的 素 
Zip, 如 果 p | n, 那么 p? | n. B 表示 在 n¢ A 中 所 有 正 整 数 n > 1 WES. 
注意 到 f(n) « 1, WA 的 定义 和 引 理 1.7.1 我 们 有 


Y f(n)-0 (c3) (1-31) 

















M 

= 

S 
| 


> pla? 


ncc aes < nc 
ncB ncB ncA 
1 
= 5 z+0 (x :). (1-32) 





现在 结合 (1-30), (1-31) 和 (1-32) 我 们 立即 得 到 


Y) = 1+5 Fn) + Y. n) 


ncc nc NT 
ncA ncB 
1 1 
= & ‘z+0 (z i). 
2 








这 样 便 证 明了 定理 1.10 
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现在 我 们 证 明定 理 1.11 
A f (n) 的 定义 和 完全 平方 因子 数 的 定义 我 们 有 

















PN 
pax 
e. 
| 
W]e 
Se” 
bo 
I I 
el 一 el = 
十 十 
aN Z0 cx 
= = 
= = 
| | 
NI 一 NI =| 
NN NN 
N N 
+ 
ZA cx 
pax 
e 
| 
N| 一 
esse 
bo 


(1-33) 








其 中 4 所 有 完全 平方 因子 数 的 集合 . 假设 C 表示 所 有 完全 立方 因子 数 的 
集合 . 那么 从 完全 平房 因子 数 的 性 质 , 引 理 1.7.1 和 引 理 1.7.2 我 们 有 


> 


nír 






































aN 
= 
e 
| 
Nol = 
NY 
| 





ncA n€A, f(n)-i nec 
1 iy 1 1y? 
x pl dido 
neA neC nec 
Pob 3 1 
= t) -x2 +0 (a). (1-34) 








(四 = j = at 3240 (zi). 


这 样 便 完 成 了 定理 1.11 的 证 明 . 











1.7.3 Smarandache 函数 的 一 个 推广 





对 任意 的 正 整数 mn, 著名 的 Smarandache 函数 95(m”) 定义 为 最 小 的 正 
整数 m 使 得 n | ml. 在 参考 文献 [26] 中 , Jozsef Sandor 介绍 了 另外 一 个 算 
数 函 数 P(m 如 下 : P(n) =min{p: n |p}, 其 中 p 是 一 个 素数 . 也 就 是 说 ， 
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P(n) 表示 最 小 的 素数 p 使 得 n | pl. 事实 上 函数 P(n) 即 就 是 Smarandache 
函数 S(n) 的 一 个 推广 . 它 的 前 儿 项 值 为 : P(1) = 2, P(2) = 2, P(3) = 3, 
P(4) =5, P(5) =5, P(6) =3, P(7) =7, P(8) =5, P(9) =7, P(10) — 5, 
P(11) 2 11, --.. 我 们 很 容易 能 够 证 明 对 每 一 个 素数 p 都 有 P(p) = p, 并 
且 如 果 n 为 无 平方 因子 数 , 那么 P(n) = 是 能 够 整除 n 的 最 大 素数 . 如 果 p 
为 素数 , 那么 下 面 的 两 个 等 式 是 成 立 的 : 








2p +1 € P(p?) € 3p — 1. 


对 任意 的 正 整数 mw 我 们 有 (参阅 参考 文献 [26] 中 的 结论 全 





S(n) € P(n) € 2S(n) — 1. (1-35) 


本 文 的 主要 目的 是 应 用 初等 和 解析 的 方法 来 研究 函数 P(n) 的 主 值 
VER, 并 且 给 出 两 个 有 趣 的 主 值 公式 . 也 就 是 , 我 们 证 明了 如 下 的 结论 : 

















定理 1.12 ”对 任意 的 实数 x > 1, 我 们 有 渐进 公式 


定理 1.13 ”对 任意 实数 z > 1, 我 们 有 主 值 公式 


Y (Pin) -Pe)) = 5-6 (5) zo (=) | 


nír 


HP P(n) 表示 n 的 最 大 素 因 数 , C(s) ARB zeta-BHHK. 











WEAR 在 这 一 部 分 , 我 们 直接 证 明 这 两 个 定理 . 
首先 我 们 证 明定 理 1. 12 对 任意 实数 z > 1, 我 们 把 区 间 [1，z] 内 的 
所 有 实数 分 为 两 个 集合 4 MB, 其 中 4 表示 : 存在 一 个 素数 p 使 得 plm 
Hp > Vn 的 所 有 n e [1, x] 内 的 整数 构成 的 集合 . B 表示 在 这 个 区 间 内 
所 有 mn 4 A 的 整数 构成 的 集合 . 从 函数 P(n) 的 定义 和 性 质 我 们 有 


d P(r) = P, Pm= 2 Plpn)= Dp 


ncA n<x pnzz pn<z 
pln, Vn<p n<p n<p 
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= 5 2 (1-36) 


PSVZm<DSE 



































由 Able 求 和 公式 (参阅 定理 4.2 中 的 [7]) 式 和 素数 定理 : 


. x 
= > - O | 一 一 -一 
: In' z * (zz) 


多 二 














其 中 mi (i = 1，2,… k) ZEE Ha = 1. 





"S 
Il 
3/18 
3 
一 ~ 
SIS 
NE» 
| 
3 
A 
z 
| 
y 
3 
A 
= 
a 
< 


其 中 我 们 应 用 估计 式 n < Vz, Ho; 是 可 计算 的 常数 
oo 2 oo i 
注意 到 》 = T. 并 且 》 TE 对 所 有 的 i = 2, 8, JC 


n= 


Hj. FH (1-37) 和 (138) 式 我 们 有 


2 k 2 mi 2 
c b;-x*-In'n c 
YP) = ) (+t PEE NN 
(n) E lng u = des us (3 . =) 








ncA nx az 
T? g? hc m2 x 
cbe UE) | HE 1-38 
12 no In' x m (mz): l ) 


2 一 2 
其 中 ci (à = 2, 3,---,k) 为 常数 . 
现在 我 们 估计 集合 B 中 的 和 . 注意 到 对 所 有 的 素数 p FLIER Ba, 
S (p?) € a:p, 则 由 (1-36) 我 们 有 
p» P(n) = 2 (2S(n) — 1) € vn. Inn < r? -Inz. (1-39) 


ncB ncB nia 


Ht (1-39) 式 和 (1-40) 式 我 们 可 得 到 渐 近 公式 











\ 
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其 中 ci (i = 2, 3,---,k) 为 常数 . 
这 样 我 人 ] 便 证 明 了 定理 1.12. 



































现在 我 们 证 明定 理 1.13. 

对 任意 的 正 整 数 n > 1, 设 P(n) 表示 能 整数 n 的 最 大 素数 . 我 们 把 区 
H, x] 内 的 所 有 整数 分 为 三 个 集合 4, C AUD, 其 中 4 表示 存在 一 个 素 
Bp 使 得 p > Vn 的 所 有 n € [1, x] 的 整数 构成 的 集合 ; C 表示 区 间 [1, x] 
内 满足 nl <p < Vn 的 所 有 整数 n = np? 构成 的 集合 , 其 中 为 素数 ; D 
表示 所 有 满足 mg A Hn ¢ C 的 整数 re [1 zl 构成 的 集合 . 很 显然 如 
En € A, 那么 P(n) = P(n) 且 (P(n) - P(n) = 0. 于 是 我 们 有 等 式 


Y (P(n) - P(n) =0. (1-40) 
ncA 
如 果 n € C, 那么 P(n) = P(p?) > 2p - 1. 另 一 方面 , 对 所 有 足够 大 的 实 
数 z, 从 MLN Huxley [9] 在 区 间 |z，z +028] 内 至 少 存在 一 个 素数 . 所 以 
我 们 有 估计 式 





























2p+1< P(p)) <2p +0 (>) (1-41) 
HH [1-38] 式 我 们 可 得 渐 近 公子 


> PEE 7 s 6(5) ' = TO (=) (1-42) 


注意 到 P(n) =p, Wn =n p? € C. 
因此 , 从 (1-41) 式 和 (1-42) 式 我 们 有 估计 式 


》 (Pin) — P(n)) = 2 5S ( P(np?))* 














See nci "n 
- X XE P-P- X (+0(#)) 
n£zà n«pX/ 7 nXz3 n«px4/* 
- Y X Profe) 
n£z$ n<p< VE 
: «(3) = rO (=) l (1-43) 
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其 中 56(s) 为 黎 曼 zeta- 函 数 . 
如 果 n € D H(P(n) - Po)" # 0, 那么 Ps) < SQ?) < p-Inp, 
P(p?) < p- mnp, 因此 我 们 可 得 第 三 个 估计 式 
p» (P(n) - P(n)) « p» ` p? <x-Inz. (1-44) 


nEeD 3<a<lnz np? Xz 


吉 合 (1-40) zh, (1-43) SRI (1-44) 式 我 们 立即 的 渐进 公式 


= 2 2 3 r3 r2 
29 - Puy - 3: (3) pa +O sz) | 
其 中 P(n) 能 整除 n 的 最 大 素 因 数 , C(s) 为 黎 曼 zeta- 函 数 . 

这 样 我 们 便 证 明了 定理 1.13. 





\ 























1.7.4 XT F.SmarandachetRg 22 E E EARN 





在 参考 文献 [5] 中 徐 哲 峰 获得 了 有 关 S(n) 的 一 个 深刻 结果 ! 也 就 是 
证 明了 渐 近 公式 


Dabo (ad 
T Sin) - pe? = C eo » 











3lnz In? x 
nsa 


其 中 PP(n) 表示 n 的 最 大 素 因 子 , C(s) 表示 Riemann zeta- 函 数 . 
本 文 作为 文献 [5] 的 注释 , 我 们 获得 了 一 个 类 似 的 结果 . 为 叙述 方便 ， 
3412698 AR 次 补 数 的 定义 : 


定义 1.2 设 k > 2 为 任意 给 定 的 整数 , 则 nn 的 次 补 数 ak(n) 定义 为 
最 小 的 正 整数 mm 使 得 来 积 m .nn 为 完全 KAR. 


这 个 函数 也 是 F.Smarandache 教授 引入 的 , 并 建议 人 们 研究 它 的 各 
种 性 质 ! 有 关 这 一 函数 的 研究 工作 也 不 少 , 可 参阅 文献 [29], [8]13 及 [30]. 
本 文 借助 于 文献 [5] 的 思想 主要 研究 了 复合 函数 S(ak(m)) 的 值 分 布 问题 ， 
证 明了 下 面 的 : 












































们 有 渐 近 公式 
2¢(3) $5 "m. k?xá 
ee - 2) 
2 , (8 (axln)) (k — 1)P(n)) 3 lnz T In? x y Ing j’ 
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其 中 C(s) RAR Riemann zeta-HAK. 
定理 1.15 对 任意 实数 x > 3, 我 们 也 有 
2 2¢(3) a 2 r? ken 
3 (SM (nn) - E= DP = ^5 # 26| = eges). 


AP BISM(n) 定义 为 SM(1) 21, 当 n > 1 Hn = p?p9? --- p% An 的 
标准 分 解 式 时 定义 SM(n) = max x {ospi}. 





























几 个 引 理 为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 需要 下 面 儿 个 简单 引 理 , 首先 














有 : 





引 理 1.7.3 k 22 是 一 个 给 定 的 整数 . 那么 对 任意 充分 大 的 正 整 
Zin, 我 们 有 

(i) 如 果 P(n) > yn, ZS (ar(n)) = SM (ag(n)) = (k — 1)P(n); 

(ii) 如 果 n 二 mpiP(n) Ens < p, < P(n) € yn, 那么 


S (ax(n)) = SM (ax(n)) = (k — 1)P(n); 
(iti) 如 果 n = mP?(n) Ens < P(n) € yn, 那么 当 k > 2 时 有 
S (ax(n)) = SM (ax(n)) = (k — 2)P(n); 


当 k = 二 2 时 ， 


S (ax(n)) = SM (ax(n)) < kn 








证 明 我 们 只 证 明 对 S(ak(m)) 的 结论 . 类 似 的 , 可 以 推出 所 有 结果 适 
用 于 SM(aj(n)). 现在 我 们 证 明 人 站， ten = pt! p$? --- pe^ 表示 n 的 标准 
分 解 式 , 由 于 P(n) > Jn, 所 以 P(n) = pr ar = 1. ALES (az(P(n))) = 
5(Perim) = (k —1)P(n). TS (ax(p®) < 8 (pS) < k- m < 
(k — 1)P(n), i 2 1, 2, ---, r. PULS (az(n)) = (k — 1)P(n). 

即 就 是 证 明了 引 理 1.7.3 G. 

现在 证 明 引 理 1 的 (说 R. 由 于 m 的 任意 素 因子 p 都 满 























Hp < n3， 而 当 n = pM p%.--per 为 n 的 标准 分 解 式 时 , 显然 a (n) = 
pips? pp WEB; < 一 1,1= 2,，.… ,7. 于 是 由 n3 < p < P(n) < 
Vn 我 们 立刻 推出 S (ap(n)) = (k 一 1)P(n). 即 为 引 理 1 ffi) x. 
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"4m = mP?(n) Hn? < P(n) € yn Wf, 由 于 这 时 m < P(n), HA 
“4k > 2 时, S (ax(P?(n))) = S (P*?(n)) = (k-2)P(n), ATIS (a4 (n)) = 
(k — 2) P(n). 

4k = 2 时 , G@Ra,(P2(n)) = 1, m 的 其 它 素 因子 不 大 于 n3， 因 
JES (ag(n)) € S (Pr-1(m)) < kns. 

于 是 完成 了 引 理 1.7.3 的 证 明 . 





引 理 1.7.4. k> 2 为 给 定 的 整数 . 那么 对 任意 实数 x > 3, 我 们 
有 估计 式 





Y) ((u(9))- (- PG)? « eZ 

Bit 
及 4 
Y. (SM (a(n) — (k - POP < IP 

o 


证 明 Bin = pepo? --- po 为 n 的 标准 分 解 式 . ap(n) = pë pe- phr. 
WIS (ar(n)) = max(S(p?)). & 8p = max {bipi}, 于 是 有 5 (ax(n)) < 
Bp X kp. 注意 当 P(n) 在 ”的 标准 分 解 式 中 的 方 寒 为 1 时 , 9 = Kk — 1, JL 
时 有 5S (a, (n)) — (k — 1)P(n) = 0, 所 以 我 们 有 


$5 (S(a(m) — (k - 1)P(n))? < 2. k^ P*(n) 

















ncc nz 
P(n)<n3 P(n)<n3, P2(n)|n 
4 
T3 
« ken? < 2 k? ok —. 
RB p<z3 — "Syr 
p<z3 


同 理 可 推出 男 一 个 估计 式 . 
于 是 完成 了 引 理 1.7.4 的 证 明 . 


引 理 1.7.5 ” 设 p 为 素数 , m ALEK. 则 我 们 有 估计 式 


























2x3 r3 
2 
\ p= Eo] =] 
pm 3m? (In z — In m) Er ES 


29 


Smarandache 未 解决 问题 研究 








WEBB 参阅 文献 加 中 引 理 1 的 证 明 . 





定理 的 证 明 这 节 我 们 完成 定理 的 证 明 .， 显然 我 们 只 需要 证 明 
定理 1.14. 类 似 的 不 难 推出 定理 1.15 由 引 理 17.3 知 当 Pln) > VR 时 
S(ar(n)) = SM(ax(n)) = (k — 1)P(n). 因此 结合 引 理 1.7.3 及 引 理 1.7.4 
我 们 有 


















































= OX (Si) -(6-DPQ)'* X (Sll) - (6 - 2)PQ)Y 
P(n) Pn) 

= X (Slax(n)) - (k - )P(? 
P< 

= È G()-(-1)PQy-* $5 (Sal) - (k - DP) 
Boa nd <P(n)<Va 

= M (Slax(n)) = (k= 1) PC evo (E) (1-45) 
nde P(n)e Vn 


注意 当 n 满足 nz < P(n) € yn 时 , 我 们 可 分 为 以 下 三 种 情况 : 


(a) n =m- P^(n) Hm < P(n). 
(b) n =m- pı: P(n) Hm < ns < pı < P(n). 
(c) n =m- P(n) R.P(m) € ns. 


对 于 情形 (b) 和 (c) 中 的 n, 显然 这 些 n 满足 S(aj(n)) = (k — 1)P(n), 
于 是 这 种 n 在 (1-46) 式 中 产生 的 和 式 为 0. 而 对 于 情形 (a) 中 的 n, “4k > 2 
时 有 S(ar(n)) = (k — 2)P(n). 于 是 由 (1) 式 我 们 有 





>， (Slax(n))— (k - YP(n))? 


nír 


n3<P(n)< yn 
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2 


$3; (S) - (k -— 1)p)) 


mp? <x 


(mp2)3 «pX4/ mp? 
2. PP 


mp? <x 


(mp?)3 «pX4A/ mp? 


1 2 p22 2 
m<a3 M SP Sm 


而 对 于 情形 (a) 中 的 n, 当 k — 2 时 有 S(ar(n)) € k2P(m) € k? - na, 此 时 
仍然 有 








>， (S(aa(n)) - P(n))? 


n3 «P(n)& yn 


E b» (S?(a2(n)) — 2pS(a2(n)) + p^) 


mp? <x 


1 
(mp?) 3 «pX4/ mp? 


2 1 
= > P+0 > (mp?) + (mp?)*p) 
mp? <x mp? <a 
(mp?) 3 «p y mp? (mp?) 3 <p< y mp? 
一 ` pP +O (z*) ; (1-47) 


l 4g2 n2 
m«z3 ^ «p^ Xy 


3 
结合 (1-46), (1-47) 式 及 引 理 1.7.5 并 注意 za < Bh 知 当 > 2 时 我 





们 有 





$5 (S(ax(n)) - (k - 1) P(r)? 


n3 «P(n)£Vn 





RE 





Inz—Inm 
mes mP mai 
3 3 3 
2042 1 p2 g2 
= gu —— > =t O > 3 +O -a 
3lnz m3 ,m3lnz In^z 
mxevInz evn t@<m<ax3 
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2 3\ r? zi 
7 (D mos) (1-48) 
E (1-45) J& (48) 式 我 们 立刻 得 到 渐 近 公式 


y (S(ax(n)) = (k = 1)P(n)}? = $ E ) 240 后 ix m) 


nír 








于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 





1.7.5 “关于 FE.Smarandache 函 数 的 奇偶 性 


我 们 令 OS(n) RREH, n) "PS(n) 为 奇数 的 正 整 数 n 的 个 
数 ，ES(n) 表示 区 间 [1，n] 中 5S(n) 为 偶数 的 正 整 数 n 的 个 数 ， 在 文 
献 [14] 中 ，Kenichiro Kashihara 提出 了 下 面 的 问题 : 





否 存在 ”如 果 存 在 , 确定 其 极限 . 

关于 这 一 问题 , 至 今 似乎 没有 人 研究 , 至 少 我 们 没有 看 到 过 有 关 方 面 
的 论文 . 本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 这 一 问题 , 并 得 到 彻底 解 
Der 具体 地 说 也 就 是 证 明了 下 面 的 : 

















定理 1.16 ”对 任意 正 整 数 n > 1, 我 们 有 估计 式 



































显然 这 是 一 个 比 解决 14] 中 问题 更 强 的 结论 . 由 此 定理 我 们 立刻 得 
到 下 面 的 : 
推论 ”对 任意 正 整 数 n, 我 们 有 极限 
_ ES(n) _ 
e OS(n) 二 
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定理 的 证 明 这 节 我 们 利用 初等 方法 给 出 定理 的 直接 证 明 . 首先 我 
A MW ES(n) WER. 事实 上 当 n > 1 IN, ten = pi" ps? --- pe 表示 n 的 
标准 分 解 式 , 那么 由 函数 S(n) 的 定义 及 性 质 可 设 S(n) = S (p?) = m- pj. 
dim = 1, 那么 S(n) = pi 为 奇数 , 除非 "= 2. $M = Inn, 于 是 我 们 有 


—-M zie ` 1 











k<n k<n 
215(k) S(k)=S(p*), a>2 
<1+ M 14+ M 1. (1-49) 
S(k)<M kp? «n 
ap» M, a>2 


现在 我 们 分 别 估计 (1-49) 式 中 的 各 项 , 显然 有 


2 TES X JSEGOX. 209 25 E 








kp? Xn kp? Xn kp? Xn Mp<J/n kE 5s p^Xn koa 
ap>M, a>2 2p>M ap>M, a>3 T ? ap>M, a>3 
n n n n n 
we ur A Xo Oe cue NA x 
M <p<yn pesn pX m pin 
ap>M, a23 ap>M, a>p op» M, 3<a<p 
n n n 
« 一 -十 一 二 M 二 
Inn o p? 
px m px m 
a>VM p»v M, a>3 
n " n n n 2 n (1-50) 
Inn 2vM-1 M Inn 
对 于 (1-49) 式 中 的 另 一 项 , 我 们 需要 采取 新 的 估计 方法 .对 任意 素 














Hip < M, &o(p) = [AS], 即 就 是 a(p) 表示 不 超过 赴 的 最 大 整数 . 
设 u = [[ » 9. 对 任意 满足 S(k) < M 的 正 整 数 k, 设 S(k) = S(p), JU 


p<M 
由 S(k) Wis X sre | M, AT, s js: <- gogo 


AES(k) € M 的 正 整 数 太一 定 整 除 w， 所 有 这 样 "ver Wu 的 正 
因数 的 个 数 , 即 就 是 da(w). 所 以 我 们 有 


| ata) = TT (1 |.) 


S(k)<M d|u p<M p<M 
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exp | 》 In GRS £ )] (1-51) 
p<M -1 
其 中 exp(y) = e". 
由 素数 定理 的 两 种 形式 (参阅 文献 [13] 及 [11]) r(M) = 》_1 = 


M Ja: 
eu ole )* nr= M+o (i A) 可 得 : 


le > 
= MR 
-In(2M) -5 Ye 


p<M pM P 


z un Moa) - ou): (1-52) 


注意 到 M = In n, 由 (1-51) 及 (1-52) 式 立刻 得 到 估计 式 : 

















IA 





c-Inn 
> 1< ep (EE) (1-53) 
S(k)<M 
其 中 c 为 一 正常 数 . 
注意 到 exp (E22) < i, 于 是 结合 (1-49), (1-50) 及 (1-53) 式 立刻 推 
出 估计 式 : 














从 而 
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于 是 完成 了 定 到 











E1.16 的 证 明 . 
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4T — E 


第 二 章 ({ASmarandache 函数 


2.1 伪 Smarandache 函数 的 定义 及 性 质 





伪 Smarandache 函 数 的 定义 是 这 样 给 定 的 : 





定义 2.1 对 任意 正 整 数 n > 1, 伪 Smarandache 函 数 2G(m) 定 义 为 最 
小 的 正 整数 mm 使 得 [1 十 2 十 3 十 .… 十 m| 能 够 被 n 整除 . 也 就 是 , Z(n) = 
min4m:mecN:n | 





AT fASmarandacherk Zi, 国内 外 学 者 作 了 不 少 的 研究 , 也 得 到 了 很 
多 相关 性 质 , 我 们 列举 如 下 : 


性 质 2.1 ”对 任意 正 整 数 n, ANA ASmarandacheHAkZ(n) > 1. 








证 明 : 这 个 结论 可 以 由 定义 直接 得 到 . 
注意 到 : 当 且 仅 当 n = 1 时 , AZn) = 1. 











性 质 2.2 ”对 任意 正 整 数 n, Z(n) <n 不 恒 成 立 . 
WEBB: 例如 :2(2) = 3, Z(4) = 7, Z(8) = 15. 


性 质 2.3 “对 任意 素数 p > 3, Z(p = 二 p 一 1. 








EMA: 令 Z(p) = m, 其 中 m 是 某 个 正 整数 , 由 于 》 = ME 
k=1 
根据 定义 可 知 m 是 满足 
noe 
2 


的 最 小 正 整 数 . 
显然 , pg 一 定 整除 m 或 者 m 十 1, 满足 该 条 件 的 最 小 的 数 是 pz = m + 1 或 
者 p 一 1 = m, Hp#2. fill, Zip = 2, WAZ(2) = 3. 





性 质 2.4 对 任意 素数 p > 3 及 hk € N, 我 们 有 2Z(p*) = p* — 1. 
dip — 28, MA Z(25) 二 2 个 一 
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m+ 1) 
9 ? 





证 明 : &Z(p*) = m, 其 中 m 是 某 个 正 整 数 . 人 
k=1 
根据 定义 可 知 mm 是 满足 








的 最 小 正 整数 . 
显然 , 一定 整 除 m 或 者 m +1, 满足 该 条 件 的 最 小 的 数 是 p* =m + 
1 或 者 pt —1— m, Hp A2. BM, dip = 2, 则 有 2(2) = 3. 








性 质 2.5 ”对 任意 合 数 n, 我 们 有 2Z(n) = max{2Z(m)，mln}. 





证 明 : 假设 n 是 合 数 , 此 时 结论 即 为 : 
Z(n) > max(Z(m), mln}. 
令 Z(n) =p, Z(m) =q, 其 中 mln. Kq > p, 于 是 有 


o d aS 
2 2 

性 质 2.6 (1) 2Z(n) 是 不 可 加 的 , 即 Z(m 4- n) Ie 5 3 Z(n) + Z(m). 
(2) Z(n) 是 不 可 来 的 , FPZ(m- n) ler Z(n) - Z(m). 


n| 





证 明 : 例如 : 








Z(2 +3) = Z(5 = 4# 5 = Z(3) + Z(2), 


A =z 








TL 


1 
性 质 2.7 ”极限 lim — RK. 








WEAR: 事实 上 , 根据 函数 Z(n) 的 定义 我 们 有 


| 1 1 
ae GI = — > = 


=] 
3<p<n P 3<p<n P 


众所周知 , ^ -是 发 散 的 . 因此 3o jy Wane set. 
p 
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性 质 2.8 。 极限 lim ` A qe qi 


k=1 


WEAR: 事实 上 , 根据 函数 Z(n) 的 定义 我 们 有 


^ Z(k) p-1 
D =>) 


k=1 p=3 3<p<n 








p 


由 于 M LAURI. 因此 ， » E) s get. 


3<D<n 卫 


性 质 2.9 ”对 任意 m > 1, 存在 某 个 n > 1, 使 得 Z(n) =m. 


2.2 ”关于 伪 Smarandache 函 数 的 几 个 定理 


在 参考 文献 [14 和 [44] 中 , Kenichiro Kashihara 和 David Gorski 研究 
了 函数 Z(n) 的 初等 性 质 , 并 且 证 明了 一 些 有 趣 的 结果 . 我 们 列举 其 中 的 
儿 个 : 
对 任意 的 素数 p > 3, Z(p) =p 一 1 
对 任意 的 素数 p > 3 和 任意 的 Fe N, Z(p*) = pk — 1; 
对 任意 的 FE N, 2(2*) = 251 一 1; 
ae 整数 > 0, 如 果 n 不 能 表示 为 2* 的 形式 , 那么 Z(n) <n 
一 方面 ，Kenichiro Kashihara [14] and M.L.Perez [23] X T Ph 
— 2) 的 一 些 相关 问题 , 其 中 两 个 如 下 : 
(A) uEBJZ(n) = Z(n +1) 没有 正 整数 解 . 
(B) 证 明 对 任意 给 定 的 正 整数 ", 存在 一 个 整数 s 使 得 2(s) — Z(s-- 1) 
的 绝对 值 比 r K. 
对 问题 (A), Kenichiro Kashihara 提 到 我 暂时 还 不 能 解决 它 , 但 是 
BOR 这 个 问题 一 定 是 正确 的 . 我 检验 了 1 < n < 60 内 的 所 有 值 对 问 
题 (B), Kenichiro Kashihara 建议 : 虽然 我 没 能 解决 它 , 但 我 坚信 它 是 正确 
Hj. Z(s) — Z(s +1) 的 最 小 绝对 值 是 1, HZ(2) 一 2Z(3) ==3 一 2= 1 可 得 ; 
当 1 < x < 60 时 可 以 找到 最 大 值 为 52, 即 2(32) — Z(33) 263 — 11 = 52. 
下 面 , 我 们 用 初等 方法 来 研究 这 两 个 问题 , 并 且 得 到 了 彻底 的 解决 . 


首先 我 们 用 初等 方法 来 证 明 下 面 的 结论 . 
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定理 2.1 等 式 Z(m) = Z(n+1) 无 解 . 


证 明 ”对 任意 实数 m, WZ(n) = Z(n+1) =m, 从 函数 Z(n) 的 定义 ， 
我 们 即 可 得 到 





a 
于 是 
n(n + 1) La 

2 2 ' 
那么 

n « m. (2-1) 
因为 

m=Z(n)<n-l<n, m=Z(n+1)<n-1l<n, 

所 以 我 们 有 





m<n. (2-2) 




















结合 (1) 和 (2) 我 们 便 证 明了 定理 2.1. 





定理 2.2 ”对 任意 给 定 的 正 数 r 一 定 存在 一 个 整数 s 使 得 2(s) 一 
Z(s +1) 的 绝对 值 比 r X. 


证 明 对 任意 ae N, Ks = 2%, 那么 我 们 有 





Z(s) x = 2H — 1, 


Z(s+1)<s=2°. 


于 是 
IZ(s)— 2Z(s+1)|> (2 -1)—2°=2°—1. 
设 
2°—1>7, 
那么 


|[Z(s) =- Zisc1) | »r 
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则 
a> log) | 


所 以 存在 一 个 整数 s = 2% = r 十 1 使 得 Z(s) — Z(s +1) 的 绝对 值 比 r 大 
这 样 我 们 便 证 明了 定理 2.2. 



































定理 2.3 ”对 任意 实数 x > 1, 我们 有 渐 近 公 


g? g^ 
? ZG ~ 12 fe (E) 


nír 


WEAR P(n) 为 n 的 最 大 素数 因子 . 我 们 把 所 有 的 整数 分 为 两 个 子 
集 4 and B. 其 中 


A= {nin<z,Pn) < vn}, B= {nn < z, P(n) > vn}. 





那么 我 们 有 
> Z(S(n)) = > Z(S(n)) + >》 z(S (2-3) 
icy hes 


>》 z(s( n)) € M Z(vn ) « V Vnlnn <a? Ine (2-4) 


n&zc nír nír 
ncA ncA 


》 z(sm)- 》 Z(P(r) => Y p-1=5 = +0(= Jes) 


nír nír nr n<íp<2 
ae ee 


ncB P(n)»4n 








HAS (3), (4), (5) 定 理 2.3 就 得 到 了 证 明 . 


\ 


2.3 ”关于 伪 Smarandache 函数 的 几 个 方程 


本 部 分 给 出 近期 国内 学 者 研究 的 关于 伪 Smarandache 函 数 的 一 些 方 
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2.3.1 ”一 个 与 Smarandache 函 数 有 关 的 函数 方程 及 其 正 整 
HET 
数 解 








本 文 的 主要 目的 是 研究 函数 方程 
Z(n) + S,(n) =n (2-6) 


的 可 解 性 , 并 利用 初等 及 组 合 方法 获得 了 这 一 方程 的 所 有 正 整 数 解 . 具 
体 地 说 也 就 是 证 明了 下 面 的 : 


定理 2.4 方程 (1) HAMA MAR in = 6; 奇数 n 满足 方程 (1) 当 
且 仅 当 m 为 奇 素数 p N77 Fe. 即 就 是 n = p, 其 中 p > 3 为 素数 ,为 任意 
正 整 数 , 


证 明 这 节 我 们 利用 初等 及 组 合 方法 来 完成 定理 的 证 明 . 为 表达 清 
楚 起 见 , 首先 我 们 给 出 下 面 这 样 一 个 结论 : 


















































引 理 2.3.1 对 任意 正 整 数 n, Z(n) 二 nn 一 1 当 且 仅 当 n 为 奇 素数 p 的 方 
A, Epub n = p^, p 为 奇 素数 , ah EEK. 

WEBB ”事实 上 当 Z(n) = n 一 1 时, 由 2Z(n) 的 定义 知 n EE OD. 
m(n, n — 1) — 1 所 以 n 必 为 大 于 1 的 奇数 . 显然 不 可 能 含有 两 个 不 同 
HRAT. 否则 假定 mz = u-v, (u, vy) - 1Hu»v»1. 4k- u-(v— u), 
其 中 去 是 满足 同 余 方程 x .wu = 1( modv) 的 最 小 正 整 数 解 ， 即 就 
是 1 < 元 和 vv 一 1. 此 时 我 们 立刻 推出 


n=u-v 整除 imus Z Eee. 

















HZ(n) 的 定义 显然 有 2Z(n) € k = w(v—u) « n-1, 3X 5Z(n) 2 n-1 
矛盾 . 所 以 n 不 可 能 有 两 个 不 同 的 素 因 子 , 因此 n 只 能 有 一 个 素 因 子 , 也 
mæn 必 为 奇 素数 p WTA. 


现在 我 们 利用 这 个 引 理 来 完成 定理 的 证 明 . 为 简单 起 见 我 们 
HSn) =m. EAn = 1 不 满足 方程 (1)， 于 是 假定 %n > 1 且 满 足 方 
fz(1). 由 伪 Smarandache 函 数 2(m) 的 定义 知 
























































Z(n)-(Z(n) +1) +m- (Z(n) - 1) 2 n- (Z(n) +1). 


由 此 式 及 Z(n) 的 定义 我 们 立刻 推出 n 整除 m - (Z (m) + 1), 注意 到 ml 整 
除 n, 所 以 我 们 可 设 
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m-(Z(n)-- 1) =kn 或 者 Z(n) = & — 1. 


将 此 式 代 入 方程 (1) 可 得 


(2-7) 
m 





由 此 及 S;(n) = m 的 定义 立刻 得 到 (m — 1)! 整除 m 一 1 以 及 n 整除 m(m 一 
1). 显然 (mm — 1)! 整除 m — 1 当 且 仅 当 m = 1, 2 或 者 3. “m = 1 WY, 由 (2) 
式 知 k = 1, 此 时 Z(n) 2 n — 1. 有 前 面 的 引 理 知 Z(n) = n — 1 当 且 仪 当 n 
为 奇 素数 p WT, 即 就 是 n = p^, p 为 奇 素数 , a 为 正 整 数 . 经 验证 知 所 
T e “4m = 2 IN, 此 时 由 于 > 1 Hn 
整除 m(m — 1), 所 以 n = 2, Bæn = 2 不 是 方程 (1) 的 解 ， 当 m = 3 WN, 
m(m — 1) = 6, 这 时 结合 n 整除 m(m — 1) =6 以 及 ml = 6 整除 n RIIS 
刻 推 出 n = 6. 经 检验 知 n = 6 是 方程 (1) 的 一 个 解 . 
综合 以 上 分 析 , 我 们 立刻 得 到 方程 (1) 有 且 只 有 一 个 偶数 解 n = 6; 所 
有 奇数 n 满足 方程 (1) 当 且 仅 当 m” 为 奇 素数 p HIN. 
于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 
























































2.3.2 ”一 个 包含 伪 Smarandache 函 数 及 其 对 偶 函 数 的 方程 


对 于 任意 正 整数 mn, 著名 的 伪 F.Smarandache 函数 Z(n) 定义 为 最 
小 的 正 整 数 m 使 得 n ERED 即 就 是 Z(n) = minfm : m € 
N, n | *C5-UY, JAZ(n) 的 定义 我 们 不 难 推 出 Z(n) 的 前 几 个 值 为 : 
Z(1) = 1, Z(2) = 3, Z(3) = 2, Z(4) = 7, Z(5) = 4, Z(6) = 3, 
Z(7) = 6, Z(8) = 15, Z(9) = 8, Z(10) = 4, Z(11) = 10, Z(12) = 8, 
Z(18) = 12, Z(14) = 7, Z(15) = 5, Z(16) = 31, «e . 关于 2Z(n) 的 
算术 性 质 , 许多 学 者 也 进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 趣 的 结果 . 参阅 文 
献 [1]、[44]、[14]、[46] 及 [51]， 例 如 文献 [51] 中 研究 了 方程 Z(n) + 1 = 
S(n) RZ(n) = S(n) 的 可 解 性 , 并 获得 了 这 两 个 方程 的 所 有 正 整数 解 , 其 
中 S(n) 为 Smarandache 函数 . 

此 外 , J.Sandor [31] 在 研究 函数 Z(n) 的 性 质 的 同时 , 引入 了 2Z(n) 的 
一 个 对 偶 函 数 Z,(n) 如 下 : Z,(n) 表 示 最 大 的 正 整数 m ERD 整除 n. 
即 就 是 Z(n) =max{m: m € N, mo | n], HAN 表示 所 有 正 整 数 
之 集合 . 关于 2Z,(n) 的 深刻 性 质 , 我 们 至 今 了 解 的 很 少 , 文献 [31] 中 也 只 
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列 出 了 2.(p) 的 一 些 简单 性 质 , 其 中 之 一 是 由 函数 Z(n) AZ. (n) 的 定义 
不 难 推出 : 
ee (2-8) 


Z.(n) € ; < 





同时 在 [52] 中 , J.Sandor 还 证 明了 对 任意 素数 p > 5 正 整 数 ” 有 


A 21, Ze (3") 22. 





在 第 四 届 国 际 数论 与 Smarandache 问 题 研 讨 会 期 间 , GK CHWS AS d 
议 我 们 研究 方程 


Z(n) 4- Z.(n) =n (2-9) 
的 可 解 性 , 同时 他 提出 了 下 面 的 : 


EM: (A). 方程 (2) 只 有 有 限 个 偶数 解 , 也 许 只 有 一 个 偶数 解 n = 6; 
(B). 方程 (2) 的 所 有 奇数 解 必 为 奇 素数 p (> 5) HOTT AE. 


最 近 ， 张 理 在 文献 [52] 中 研究 了 这 一 问题 ， 并 彻底 解决 了 猜测 (B). 
本 文 作者 起 初试 图 解决 猜测 (A), 但 是 没有 成 功 . 于 是 我 们 考虑 了 方程 
































Z(n) + Z.(n) = 2n (2-10) 





的 可 解 性 , 并 利用 初等 及 组 合 方法 证 明了 下 面 的 : 





定理 2.5 iin 为 任意 正 数 , 则 n 满足 方程 (3) HARA 为 2 的 方 
Ae. 即 就 是 见 一 2 ， 其 中 为 非 负 整数 




















当然 我 们 定理 的 证 明 思 路 沿用 了 文献 [52] 的 思想 , 但 是 证 明 过 程 中 体 
现 了 不 同 的 技巧 . 我 们 的 技巧 和 方法 似乎 也 不 适应 猜测 (A). 





WEBB 这 节 我 们 利用 初等 及 组 合 方法 给 出 定理 的 证 明 . 上 
伪 Smarandache 函数 Z(n) 的 性 质 知 对 于 任意 非 负 整数 k, 我 们 有 2Z(2*) = 
2*1 —1. 而 Z(2*) = 1. 所 以 我 们 有 














VAC up 十 (25) = 2 — 1 +1 = 2t, 


所 以 n = 2* 一 定 是 方程 (3) 的 解 
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现在 我 们 证 明 方程 (3) 除 了 n = 1 外 , 没有 其 它 奇数 解 ， 事实 上 
Hin > 3 为 奇数 , 则 由 于 m | CY" 所 以 由 Zn) 的 定义 知 Z(n) € n — 1. 
由 此 及 (1) 式 立 刻 得 到 不 等 式 











ZO + Zn) n-i on 

所 以 n 不 满足 方程 (3). 

其 次 , 我 们 证 明 方 程 (3) 除 了 n = 2* (k > 1) 外 , 再 没有 其 它 偶数 
解 . 否则 , 车 偶数 n 满 足 方程 (3), H. n A 2*, Wn —25- n, 其 中 h 2 3 
奇数 . 不妨 令 Z(n) 2 m. im 为 偶数 , 则 由 2Z(n) 的 定义 知 n Z, 
设 (n, m/2)=u,n=u-v,m=2u-m,. W) (u, v) =1 Hv | (m+1). 
Xu > v BB. fv | (m+1) 可 得 2u- mi c- 1 2 0 ( mod v), 由 此 推 
Him, 三 —2u ( mod v) 或 者 恒等式 : 





m; = v — 2u, 


其 中 1 <2u<v—1 H2u-2u=1( mod v). 
所 以 m = 2u - (v — 2u). 注意 到 当 1 < 2u & v — 1 E, 显然 有 





m = 2u - (v — 2u) < 2u- (v — 1). 


由 此 及 (1) 式 并 注意 到 w > v 可 得 : 





V8 1-1 
Z(n) + Z,(n) < 2u: (v — 1) 3557 < 2w — 2u + VI < 2n. 


因此 mn 不 可 能 满足 方程 (3). 

Xu < v Bf, 由 于 v | (m 十 1) 可 得 mm = hv — 1. 再 由 于 24 | m XE 
Al HE tH: hv 一 1 三 0 ( mod 2u). 或 者 h = 其 中 5.v 三 1( mod 2u). 
当 2 « v €x 2u — 2 时 , 注意 到 w « v 我 们 有 估计 式 : 





V8 1-1 
Z(n) + Z,(n) X vv = 1+ 32227 — < (2u - 20 + VB < 2n. 


40 = 2u — 1 Hf, v = —1 ( mod 2u, 所 以 v = 2ut — 1. 于 是 注意 到 w « v 
我 们 仍然 有 





vV8uv -1—1 


Z(n)+Z,.(n) € v-v—1+4 5 
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< (Qu—1)-v—1+v4+1 = 2w = 2n. 


下 面 我 们 考虑 m 为 奇数 的 情况 . m+ 必 为 偶数 . (n, 0E) = 
u, n - u-v,m-c1-2u-m;. 于 是 v | m， 设 m —v-h. Fu > v, 
则 2w -mı € 1 ( mod v). 于 是 ml = 2u, HP 2u -2u = 1( mod v). 从 
Tim = 2u : mı — 1 = 2u -2u — 1 x2u-(v —1) — 1. 由 此 及 前 面 的 估计 
式 (1) 可 得 


V8uv 二 1 一 1 
2 
2u -v —2u — 1 + V2- u < 2uv = 2n. 


Z(n)+ Z(n) < Qu-(v—1)-1+ 


^ 


iv > u, lllju- h -- 12 0( mod 2u). 于 是 h = 2u — v. 从 而 m = vh = 
v-(2u — v). %2 € v € 2u — 1h], m = v- (2u — v) € v- (2u — 2), 所 以 我 
们 有 不 等 式 





vetu -FlI-l 
2 
40 = 1 时 , 我 们 有 w = 2tu +1 或 者 u = t. 于 是 m — v (2u — 1), 
从 而 


Z(n) + Zi(n) < v- (2u — 2) + < 2u- v — w+ V2- v < 2n. 





Z(n) + Z,(n) «vu -1) + Yr ria" < 2u:v —v-r v = 2n. 
结合 以 上 几 种 情况 我 们 立刻 推出 ”为 方程 (3) 的 解 当 且 仅 当 n = 2, 
其 中 为 任意 非 负 整数 . 

于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 











2.3.3 ”一 个 包含 伪 Smarandache 函数 及 Smarandache 可 
乘 函 数 的 方程 





KFZ(n) 的 初等 性 质 , 许多 学 者 进行 了 研究 ， 获 得 了 不 少 有 意义 结 
R! 详细 情况 可 参阅 文献 [1]，[12]，[3] 及 [31]. 这 里 我 们 列 出 下 面 几 条 简 
单 性 质 : 
(a). 对 任意 正 整 数 a 及 奇 素数 p, Z (p^) = p° — 1; 
(b). 对 任意 正 整数 a, Z (2%) = 2611 — 1; 
(c). Z(n) 不 是 加 性 函数 , 即 就 是 Z(m +n) = Z(m) + Z(n) PER 
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(d). Z(n) 不 是 可 乘 函数 , 即 就 是 Z(m - n) = Z(m) - Z(n) FER 
pun 


现在 我 们 定义 另 一 个 算术 函数 U(n) 如 下 : UA) = 1. “n> 1 
Hn = pips? ---pe 为 的 标准 素 因数 分 解 式 时, 定义 : 











U(n) = max(oipi, Q2p2, "7° , Asps} 
这 个 函数 有 时 也 被 称 为 Smarandache FY Fe pk 2. 之 所 以 这 样 称 是 因 


为 任意 一 个 算数 函数 fn), 如 果 它 满足 性 质 f(1) = 1, 4n > 1 An = 
pU pg pe Ain 的 标准 分 解 式 时 ， 








fin) = max{f (P), fü) iml 
把 这 样 的 函数 均 称 为 Smarandache 可 乘 函 数 . 关于 它 的 简单 性 质 , 虽然 我 
们 至 今 知 道 的 不 多 , 但 是 也 有 不 少 人 进行 过 研究 , 获得 了 一 些 有 理论 价值 
的 研究 成 果 , 参阅 文献 [9] 及 [44]. 例如 沈 虹 在 文献 [9] 中 证 明了 渐 近 公式 : 
Y^ (s) - Pm) = 6). z sofi) 


3 hz ln? x 





























nír 


其 中 C(s) 表示 Riemann zeta, P(n) 表示 n 的 最 大 素 因 子 . 

本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 方程 2(n) = U(n) RZ(n)+1 = 
U (n) 的 可 解 性 , 并 获得 了 这 两 个 方程 的 所 有 正 整 数 解 , 具体 地 说 也 就 是 
证 明了 下 面 的 : 




















定理 2.6 对 任意 正 整 数 n > 1, 函数 方程 


成 立 当 且 仅 当 n 二 p.m, 其 中 p 为 奇 素数 , m AMS 的 任意 大 于 1 的 因数 . 
即 就 是 m | pet Hm > 1. 


定理 2.7 IÈ Leen, BKAFE 
Z(n) +1=U(n) 


成 立 当 且 仅 当 n 一 p.m, 其 中 p 为 奇 素数 ，m A> 的 任意 正 因数 . 即 就 
a 
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显然 我 们 的 定理 彻底 解决 了 方程 Z(n) = U(n) RZ(n) +1 = U(n) 
的 可 解 性 问题 . 也 就 是 证 明了 这 两 个 方程 有 无 穷 多 个 正 整数 解 ， 并 
给 出 了 它们 每 个 解 的 具体 形式 ! 特别 在 区 间 [1，100] 中 , 方程 Z(n) = 
U(n) 有 9 个 解 , 它们 分 别 是 n = 1, 6, 14, 15, 22, 28, 33, 66, 91. 而 
方程 2(n) +1 = U(n) 在 区 间 [1，50] 中 有 19 个 解 ， 它 们 分 别 是 n = 
3, 5, 7, 10, 11, 13, 17, 19, 21, 
23, 26, 29, 31, 34, 37, 39, 41, 43, 47. 


定理 的 证 明 这 节 我 们 利用 初等 方法 给 出 定理 的 直接 证 明 . 首先 证 
明定 理 2.6. 事实 上 当 n = 1 时 , 方程 2(n) = U(n) = 1 成立. “n = 2, 
3, 4, 5 时 , 显然 nn 不 满足 方程 2(n) = UV(n)， 于 是 假定 n > 6 且 满 足 方 
fzZ(n) = U(n), 不 妨 设 n = ph ps?--- p% An 的 标准 素 因 数 分 解 式 , 并 
令 U(n) = U (p?) = ap. 于 是 由 函数 Z(n) 及 U(n) 的 定义 可 知 ap 是 最 小 
的 正 整数 使 得 n 满足 下 面 的 整除 式 : 

IE AE TE 
现在 我 们 证 明 在 (1) 式 中 a = 1. 事实 上 如 果 a > 1, 则 由 p? | n 立刻 
推出 




































































zd 





"I amar +1) 

HF(p, ap +1) =1, Pre Estar Zein?! | a. 当 z 为 奇 素数 时 显 
然 (2) 式 是 不 可 能 的 , 因为 此 时 pa-1 > a, Bp?! | aA JS. “4p = 2 时 ， 
推出 a = 2. 这 时 (2) 式 成 为 4 位? = 10, PIS! 所 以 在 (1) 式 中 一 定 
有 a = 1 且 p 为 奇 素数 . 此 时 可 设 n = p-m. 则 由 () 式 可 推出 p.m | 224, 
即 就 是 m | E23. 显然 m z 1. 否则 = p, Z(p) =p 一 1, U(p) =p 与 Z(n) = 
UV(m) 了 矛盾 ! 而 当 n = p-m, m 为 于 :的 任意 大 于 1 的 因数 时 ，2Z(n) = p, 
U(n) = p， 所 以 一 定 有 2Z(n) = U(n). 从 而 推出 n > 1 且 满 足 方程 2(n) = 
U(n) 当 且 仅 当 n = p-m, m 为 村 :的 任意 大 于 1 的 因数 . 

于 是 完成 了 定理 2.6 的 证 明 . 

现在 我 们 证 明定 理 2.7. 显然 ”= 1 不 满足 方程 2(n) 十 1 = U(n). 于 是 
不 妨 设 n > 2 且 满 足 方程 Z(n) +1 = U(n), 并 令 U(n) = U (p°) = ap. 于 
是 由 2Z(n) 十 1 = U(n) 可 得 Z(n) = ap — 1. 再 由 函数 Z(n) 及 U(n) 的 定义 
可 推出 


(213) 






































| ap(ap — 1) 


Po |n (2-13) 


TL 
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由 于 (p, ap 一 1) = 1， 所 以 由 (3) 式 立刻 推出 px-1 | a. 从 而 利用 证 明定 
理 1 的 分 析 过 程 不 难 推出 a = 1 且 z 为 奇 素数 . 所 以 可 设 n = p-m. BERI 
用 (3) 式 不 难 推出 m | Pz1. 而 当 n = p-m, m 为 号 :的 任意 正 因 数 时 , 容易 
验证 n 满 足 方程 2(n) +1 = U(n). 所 以 方程 Z(n) + 1 = U (n) 24 AK 
当 n = p.m, 7 为 好 -的 任意 正 因数 . 

于 是 完成 了 定理 2.7 的 证 明 . 


2.4 伪 Smarandache 函 数 的 相关 问题 




















2.4.1 KFA Smarandache 函数 的 一 个 问题 








在 文献 14 中 , Kenichiro Kashihara 建议 我 们 求 所 有 正 整 数 n 使 得 
伪 Smarandache 函数 Z(n) An 的 原 根 . 关于 这 一 问题 , 至 今 似乎 没有 
研究 , 至 少 我 们 没有 看 到 相关 的 论文 ! 通过 数值 检验 我 们 发 现 这 样 的 
正 整 数 n 虽然 很 少 , 然而 是 存在 的 ! 正 像 Kenichiro Kashihara 所 指出 的 ， 
Z(4) = 7 是 4 的 一 个 原 根 ， 2Z(3) = 2 是 3 的 一 个 原 根 . 除了 这 两 个 正 整 
数 外 , 是 否 还 有 其 它 正 整数 n 使 得 Z(n) 为 n 的 原 根 ? 本 文 利用 初等 方法 
研究 了 这 一 问题 , 并 得 到 彻底 解决 ! 具体 地 说 也 就 是 证 明了 下 面 的 : 


定理 2.8 Kn 是 存在 原 根 的 任意 正 整 数 ， 则 伪 Smarandache Ff 
数 Z(n) An 的 原 根 当 且 仅 当 


neg 3,4 


















































定理 的 证 明 这 节 我 们 利用 初等 方法 来 完成 定理 的 证 明 . 首先 我 们 
介绍 一 下 原 根 的 定义 及 其 它 的 存在 性 . Wen > 1 为 正 整数 , a 为 任意 整数 
A(a, n) = 1. 则 由 初等 数论 中 著名 的 Euler 定 理 可 知 aet") = 1 (modn), 其 
中 9(n) 为 Euler 函数 , 即 就 是 9(n) 表示 不 超过 n An 互 素 的 正 整数 的 个 
aX. 因此 当 (a, n) 互 素 时 , 至 少 存在 一 个 正 整 数 m 使 得 om = 1 (modn). 
设 满足 同 余 式 a™ = 1 (modn) 的 最 小 正 整 数 为 m. 则 当 m = oln) IN, 称 a 
为 模 n 的 原 根 . 然而 , 并 非 所 有 正 整 数 n 都 有 原 根 . 事实 上 关于 原 根 的 存 
在 性 , 我 们 有 下 面 的 : 


引 理 2.4.1 m > 1 为 任意 正 整 数 , 则 模 m 存 在 原 根 当 且 仅 当 m = 
2, 4, p^, 2p*, 其 中 p 为 奇 素数 , a 为 正 整 数 . 


48 





















































第 二 章 Smarandache 函数 

















HERA 参阅 文献 [13] 或 者 文献 [11] 中 第 6 章 定 理 4. 





























现在 我 们 应 用 这 一 引 理 来 完成 定理 的 证 明 . 显然 2(2) = 3 是 2 的 一 
个 原 根 ， 2Z(4) = 7 是 4 的 一 个 原 根 . 现在 考虑 n = p®, 其 中 p 为 奇 素数 . 
若 Z(n) 是 模 n = p^ 的 原 根 , 则 由 Z(n) 的 定义 及 性 质 知 Z(n) = p* — 1, 所 
以 pa — 1 为 模 n = p% 的 原 根 ! 又 由 于 























Hp? 一 1 为 模 n = p? 的 原 根 , 所 以 2 = o (p°) = p^ 1(p — 1). 由 此 式 立 刻 
推出 a = 1,p 一 1 = 2. 既 就 是 n = 2 十 1 = 3. 因此 当 n = p ( p 为 奇 素 
数 ) 时 , Z(n) An 的 原 根 当 且 仪 当 n = p = 3. 

当 n = 2p? 时 , 注意 到 前 面 列 出 的 Z(n) 的 性 质 C) 我 们 分 两 种 情况 讨 





论 : 








(1). Æp° = 3 (mod 4), 则 由 2Z(n) 的 定义 及 性 质 可 得 Z(n) = p?. 
H(p, 2p?) = pa > 1, 所 以 Z(n) = p? 不 可 能 为 n = 2p% 的 原 根 . 








(2). 若 p? = 1 (mod 4), 则 由 2Z(n) 的 定义 及 性 质 可 得 Z(n) = p*—1. 
因为 (pa — 1, 2p%) =2>1, 所 以 Z(n) = p% — 1 也 不 可 能 为 n= 2p? 的 原 














综合 以 上 结果 以 及 n 的 原 根 存在 定理 我 们 立刻 推出 Z(n) 为 n 的 原 根 
当日 仅 当 n = 2, 3, 4. 
于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 











49 


Smarandache 未 解决 问题 研究 





第 三 章 素数 


iH 


3.1 BERR 


3.1.1 ” 李 生 素数 的 概念 


如 果 p1, p 为 两 个 素数 , Hpi < po, pi — po = 2, 那么 我 们 称 这 两 
个 数 为 挛 生 素数 . 例如 , 3 55,5 与 7, 11 513, 17 519, 29 431, ------ , 
都 是 计生 素数 . 关于 挛 生 素数 的 相关 性 质 一 些 学 者 作 过 相应 的 研究 , 获 
得 了 很 多 有 趣 的 结果 , 参阅 文献 [58], [11], [10] 及 [13]. 在 参考 文献 14 中 ， 
Kenichiro kashihara 还 介绍 了 伪 挛 生 素数 . 其 定义 如 下 : 














定义 3.1 Kp 为 一 个 正 整 数 , 那么 D 和 p 十 2 AHF ERA A 





(p 一 1)! 十 1 (pr1)'—-1 
十 
p p+2 


3.1.2” 李 生 素数 的 两 个 相关 定理 


Kenichiro kashihara 在 参考 文献 [14] 中 还 提出 了 下 面 的 两 个 问题 : 


问题 1: Rp 为 正 整 数 , 证 明 p 和 p 十 2 为 挛 生 素数 当 且 仅 当 


( "ED : bes : 
P up p-2 p pt2 





问题 2: ACTAE — REEL CET ALT EHE CIO AES 
AFERA? 


关于 这 两 个 问题 , 好 像 至 今 没 有 人 研究 过 , 至 少 我 们 没有 看 到 过 相关 
的 文章 . 本 文 的 主要 目的 是 用 初等 的 方法 来 研究 这 两 个 问题 , 并 且 彻 底 的 
解决 了 它们 . 即 就 是 , 我 们 证 明了 如 下 的 : 
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定理 3.1 Kp 为 正 整数 , 那么 D 和 p 十 2 为 迹 生 素数 当 且 仅 当 
1 2 1 1 
TE }+ 丰 


p+2 p pt2 





定理 3.2 ” 伪 迹 生 素数 一 定 是 经 典 的 挛 生 素数 除了 Pp = 1 pt+2=3 





定理 的 证 明 在 这 一 部 分 , 我 们 直接 完成 这 两 个 定理 的 证 明 . 首先 我 
们 证 明 如 果 p Mp -- 2 是 挛 生 素数 , 那么 


( "EE 2 bem 1 
n up pt+2 p pt+2 
是 整数 . 


事实 上 从 维尔 斯 定理 我 们 知道 , 对 任意 的 素数 p， 


(p — 1)! = —1(modp). 



































于 是 
p|(p—-1)!+1. 
所 以 
(p—1)!4+1 
p 
是 整数 . 





由 于 p 十 2 是 素数 , 我 们 仍然 有 (p 十 1)! 十 1 三 0(modp 十 2). 于 是 


(p —1)!-p-(p +1) +1 = 0(modp + 2) 





或 者 
2(p — 1)! + 1 = 0(modp + 2). 
那 就 是 说 
2(p— 1) 41 
p+2 
是 整数 . 
注意 到 
1 2 1 1 —1)!-1 2(p—1)!+1 
p-f } A Aper 
p pt2 p pt2 p p+2 
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从 (1) 和 (2) 我 们 知道 





是 整数 . 


现在 我 们 证 明 如 果 


1 





p= ep 


是 整数 , 那么 p fp-4-2 一 定 是 素数 . 
事实 上 如 果 这 个 结 
(a) p lp 十 2 都 不 是 素数 ; 

(b) p 是 素数 , p+ 2 不 是 素数 ; 
(c) p 不 是 素数 , p 十 2 是 素数 . 























p+2 


论 是 不 正确 的 , 那么 将 有 三 种 情形 : 





如 果 情 形 (a) 成 立 
pt2=c-d. 


, 那么 至 少 存 在 两 对 整数 a 与 c Gd Hp =a. b, 





REA, a<p,b<pce<pt+2d<p+2 如 


Rp = 4, p 十 2 = 6, 那 么 (3) 不 是 整数 . 所 以 我 们 猜想 p > 4, 这 次 a|(p — 1) 
且 b|(p — 1)!, 所 以 p = ab|(p — 1)! (如 果 a = b, 那么 2a|(p — 1)!, 所 以 我 们 


有 p|(p 一 1)!). 因此 








(p—1)! 
p 
及 
2(p 4- 1)! 
p+2 
都 是 整数 . 但 是 
二 十 一 一 
D pt2 





(= IER 2 j iu 1 
p p+2 p pt2 
不 是 整数 . 
如 果 情 形 (b) 成 立 , 那么 
(p—1) 1 
p 


02 























是 整数 日 
2(p 4- 1)! 
p+2 
是 整数 ， 
但 是 
1 
p 二 2 
不 是 整数 . 
所 以 
1 2 1 1 —1)!+1 2(p+1)! 1 
o-i " l = 
p p+2 p p+2 p pt+2 pt+2 
不 是 整数 . 
如 果 情 形 (c) 成 立 , 那么 
(p — 1)! 
p 
是 整数 , H. 
2(p 十 1)! 十 1 
p+2 
是 整数 , 但 是 ; 
p 
不 是 整数 
所 以 
1 2 1 1 (p-1)! 2(p-1)!-1 1 
p-f T j | = + + 
l ) p pt2} p p+2 p p+2 p 
不 是 整数 . 











这 样 便 完成 了 定理 3.1 的 证 明 . 











现在 我 们 证 明定 理 3.2. 注意 到 等 式 








w= 1  (p—1t (pili. 
十 = + 
p p+2 p p+2 p 
Genel (@+ 1 (p—1)! (p-1! 1, 1 
E $ = + . 
p p+2 p+2 p p+2 p p+2 
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如 果 p ERM, p + 2 不 是 素数 , WAERT 


(p—1)!4+1 (p+1)! 1 
oF ; 
p p+2 p+2 





1 " 
213 不 是 一 个 整数 . 


如 果 p 十 2 是 素数 且 p > 1 不 是 素数 , WAERT 


— 1)! +1}! +1 1 
(p ? | (p ) " 
p p 十 2 p 


中 











? 


ZENE 
如 果 p 和 p +2 都 不 是 素数 且 p > 1, WAERT 


(p—1)! (p+1)! 1 1 
D p+2 p p-2 





1 1 
= 
p p+2 


这 样 便 完成 了 定理 3.2 的 证 明 . 


不 是 一 个 整数 . 
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第 四 章 关于 无 上 次 暴 因 子 数 的 上 界 估计 





SOS ATR 次 器 因 子 数 的 上 界 估计 


4.1 无 k XI T SNB EM. 





无 k 次 项 因子 数 的 定义 是 这 样 给 定 的 : 





定义 4.1 设 h 2 2 为 给 定 的 正 整 数 , n> 1 为 任意 自然 数 . 如 果 对 
任意 正 整 数 m > VÉ m^ tn, Miná Akk E] HAC, 特别 当 k = 2, 3 时 ， 
称 n 为 无 平方 因子 数 及 无 立方 因子 数 . 


4.2 Kk RAF RAL P iE 





KF Fok Fe AF BCH fer PE, 许多 教材 中 都 有 介绍 . 关于 它 的 
深入 性 质 , 不 少 学 者 进行 过 研究 , 获得 了 一 系列 重要 的 结果 . 参阅 文 
献 [55] 及 [56]， 例 如 H.L.Montgomery 及 R.C.Vaughan 在 文献 [57] 中 证 明了 
如 下 结论 : BAK > 2, Qk(z) 表示 不 超过 z 的 所 有 无 上 次 震 因 子 数 的 
个 数 , 则 在 广义 黎 曼 假设 下 有 渐 近 公式 : 























Qila) = aay +O (2), 


FL eRe Ee EE CRR EC-A Z. 
特别 在 广义 黎 曼 假设 下 有 更 强 的 渐 近 公式 : 














Q(z) = a +0 (zs) : 





男 一 方面 , Wan(k) 表示 第 n 个 无 上 KREATA. 最 近 在 文献 | 各 中， 
Mladem XKrassimirZ4 th Ja,(2) 的 一 个 上 界 估计 , 即 就 是 证 明了 





tl [zer 4- 3n t 4), 





其 中 [z] 表示 不 大 于 z 的 最 大 正 整数 . 同时 他 们 还 提出 了 下 列 两 个 问题 : 
问题 1 是 否 存 在 一 个 常数 c > 1 使 得 on(2) < en? 
问题 ”是 否 有 c < 2? 


55 


Smarandache 未 解决 问题 研究 





在 文献 [四 中 , Xigeng Chen 完 全 解决 了 这 两 个 问题 . 他 证 明了 : 





an(2) < 1.8n. 


事实 上 这 是 初等 数论 中 的 一 个 简单 问题 , 本 文 作为 文献 [59] 的 注 
释 ， 利 用 初等 方法 证 明了 更 为 一 般 且 更 为 精确 的 结论 , 即 就 是 下 面 的 : 




















定理 4.1 Kk > 2 为 给 定 的 整数 . 对 任意 自然 数 n > 1, 我们 有 渐 近 


an(k) = C(k)n +0 (nt) 


由 此 定理 及 极限 的 定义 和 性 质 我 们 立刻 得 到 下 面 的 推论 : 





推论 4.1 对 任意 给 定 的 e > 0, HEN > 0 使 得 当 > N 时 有 
(¢(k) — E)n < an(k) < (C(k) + e)n. 


特别 有 
(1.64 — €)n < an(2) < (1.65 + €)n. 


推论 4.2 ”对 任意 正 整 数 k > 3, 我 们 有 极限 式 : 


i m Sep. pa Eu m 


n-—oo n n— oo n 6 l 








证 明 事实 上 利用 初等 方法 很 容易 获得 本 文 的 结论 . 设 Qk(z) 表示 
所 有 不 大 于 x 的 无 k RATES. 则 显然 有 Qi(an(k)) =n. 5— 
方面 , 由 于 任 一 正 整 数 a 可 以 唯一 的 表示 为 a = btd, 其 中 b 是 一 正 整 数 , d 
为 无 上 tee FM. 于 是 由 M5bius 函 数 的 性 质 知 : 











Ql) = SOS a) > ndl= > nd > 1 


n&z d*im nd*€z d* «az n<a/d* 
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= Lo) (3x *00)- 2 E tO (oi) 
2? (| 4 (z+) — c +0 (z+) , 





m(k), 则 有 
gite t +0 (ah(k)) = gge 2d up 
RII: 
an(k) = C)n +0 (n*) 
于 是 定理 得 到 证 明 ， 





2 
注意 到 C(2) — 二, 我们 不 难 推出 推论 4.1 及 推论 42， 同 时 也 说 明 在 


2 
问题 1 及 问题 ?中 的 常数 满足 c > T ~ 1.64493. 
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第 五 章 {Smarandache 无 平方 因子 函数 


首先 我 们 来 看 伪 Smarandache 无 平方 因子 函数 的 定义 





定义 5.1 对 任意 正 整 数 n, 著名 的 俯 Smarandache 无 平方 因子 函 
数 Zw(n) 定义 为 最 小 的 正 整 数 mm 使 得 | m”. 即 就 是 Zw(n) = min{m : 
m € N, n|m"). 


这 一 函数 是 美 籍 罗 马 尼 亚 车 名 数论 专家 F.Smarandache 教授 在 他 所 
34H «Only Problems, Not Solutions》 一 书 中 引入 的 , 关于 这 一 函数 的 
些 基 本 性 质 我 们 列举 如 下 : 


5.2 ”Zw(n) 函 数 的 基本 定理 























性 质 5.2.1 对 任意 正 整 数 n, 如 果 n = pl ps?---pe 表示 n 的 标准 分 
REX, 那么 Zw(n) = pipo- pr. 特别 地 , Zw(p) =p, ix £p 为 任意 素数 . 


性 质 5.2.2 当 且 仅 当 n 为 无 平方 因子 数 时 , Zw(n) =n. 
性 质 5.2.3 ”对 任意 正 整 数 n, Zw(n) € n. 


性 质 5.2.4 Be 





是 收敛 的 . 
性 质 5.2.5 Zw(n) 是 可 乘 函 数 , 即 就 是 , HGCD(m, n) 21H, 


Zw(m-n) = Zw(m) - Zw(n). 
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性 质 5.2.6 Zw(n) Ke AHA, PRA, 


Zw(m +n) Z Zw(m) + Zw(n). 


性 质 5.2.7 Xin > 1 时 , Zw(n) > 1. 


性 质 5.2.8 ”对 任意 实数 a > 0 及 x > 1, 有 渐 近 公式 


a or ae 
Le- ary Ub mr] +O(x He) 


nsa 





Z 
性 质 5.2.9 žn>1 m, 0< 2709 <1. 
n 
性 质 5.2.10 “对 于 任意 实数 ec > 0, 存在 正 整 数 n > 1 满足 
Z 
win) « €. 





TL 


Zw(n) 


性 质 5.2.11 方程 二 1, 有 无 穷 多 个 解 . 


性 质 5.2.12 Zin 为 偶数 时 , Zw(n) 是 偶数 ; 当 n 为 奇数 时 ,Zw (n) 


性 质 5.2.13 ” & 5 X Zw(n) = Zw(n 十 1) RAM. 


性 质 5.2.14 对 任意 正 整 数 n, 有 


性 质 5.2.15 级 数 


是 发 散 的 . 
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性 质 5.2.16 ”对 任意 实数 w，s 满足 s 一 a > 1 及 a > 0, 有 恒等式 


o^. (Zw(n))? _ G(s)c(s — o) AE S) 
ae ee C(2s — 2a) II i "Ed 


n=1 








其 中 C(s) 为 Riemann zeta- 函 数 , [ | 表示 对 所 有 素数 求 积 . 
Dp 


5.3. XT lfl/Smarandache 无 平方 因子 函数 的 一 个 相 
关 问 题 


关于 伪 Smarandache 无 平方 因子 函数 的 其 他 性 质 国内 外 学 者 也 做 了 
很 多 的 研究 , 并 且 得 到 了 一 些 有 趣 的 结果 , 与 此 同时 , 乐 成 华 提出 了 几 个 
关于 函数 Zw(n) 的 问题 (参阅 文献 [60]), 比如 : 











=. d 
问题 1 AHAT —— HAR. 
E H Zw(n) 


问题 2 估计 极限 lim ae 4a, 其 中 0(k) = Soin (Zw(n)). 


nír 








问题 1 EEC Ay RL 中 得 到 解决 证明 了][ 0 
n=2 


是 收敛 的 作者 在 本 文 则 应 用 初等 的 方法 估计 lim ah 其 中 g(k) = 


》_In(Zw(n)), 并 且 彻底 的 解决 了 问题 2 即 就 是 我 们 证 明了 如 下 的 结论 : 


nír 

















定理 5.1 ”假设 Zw(k) 和 0(k) 如 问题 2 中 所 定义 , 那么 我 们 有 


.Zw(k) 
ios Ok) 





其 中 0(k) = V n (Zw(n)) 


nír 


定理 的 证 明 为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 需要 如 下 的 引 理 . 
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引 理 5.3.1 ”对 任意 实数 > 1, 我 们 有 渐 近 公式 


$ laln) I= Ê$ + 0.8) 


n<k 


HY un) Z2; & 6 E BAK, Hly(n N= So lua )|, 参阅 参考 文献 [13]. 


d?|n 


证 明 


dolar) = > > Hg) 


n<k n<k d?|n 
































现在 , 我 们 应 用 引 理 来 完成 定理 的 证 明 . 








因为 
Oy) = n (Zw(n ) > X lun )| In(n > > |u(n)| In(V/ k) 
n<k n<k = 
1 
= gk ` 
Vk<n<k 


= Ink (Ew -5 Hn 


nXk n<Vk 











从 引 理 5.3.1 我 们 知道 
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这 样 我 们 完成 了 定理 的 证 明 . 
5.3.1 AFZu(n) 函数 的 渐 近 公式 














上 一 节 的 定理 5.1 是 本 书 作 者 在 《Scientia Magna》 上 发 表 的 一 篇 文 
章 中 的 一 个 有 趣 定理 , 后 来 我 们 发 现 有 其 他 学 者 得 到 了 比 上 文 更 严谨 的 
结论 和 相关 的 渐 近 公式 , 现 把 其 列举 如 下 , 有 兴趣 的 学 者 可 以 作 以 比较 参 




















定理 5.2 ”对 任意 正 整 数 n > 1, 我 们 有 估计 式 
j quid 


n Ink Inn 
k=2 








证 明 令 U(n 2 ) 首先 我 们 估计 U(n) WER. 事实 上 
k= 


žk > 1 时 ， 由 Zw(k) es nen ) 表示 k 的 所 有 不 同 素 
因数 的 乘积 , 所 以 对 任意 正 整 数 上 有 Zw(k) <k Rin(Zw(k)) € In k, 从 而 
有 估计 式 : 


“.In(Zw(k)) | ink 
= ——$—————— < = LI T < " - 
U (n) > hk <2 ink n—-l<n (5-1) 


























其 次 我 们 估计 Clm) 的 下 界 . 对 任意 正 整 数 2 < k <n, Wk = 
pe ps? --- pes Hk 的 标准 分 解 式 , 我 们 将 区 间 [2, n] 中 的 所 有 整数 分 
成 两 个 子 集 4 RB, 其 中 4 表示 区 间 [2, n] 中 所 有 满足 条 件 a; > 2 
(i 二 1 2,---, s) 的 正 整数 k 的 集合 ; B 表示 区 间 [2,n] 中 所 有 满足 
至 少 有 一 个 ao = 1 (1<i<s) 的 正 整 数 k 的 集合 . 于 是 我 们 有 


c = Sy IX 


k=2 
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~En (Zw(k)) + + > In(Zw(k)). (5-2) 


eA keB 

显然 由 集合 4 的 定义 可 知 4 是 区 间 [2, n] 中 所 有 Square-full 数 的 集合 , 所 
以 我 们 有 估计 式 : 

>》 In(Zw(k)) < X ink < /n- Inn. (5-3) 


kcA keA 























另 一 方面 , 对 于 任意 n € B, 一 定 存 在 一 个 素数 P， 使 得 pin A(p, z) zd 
同时 注意 到 素数 定理 的 几 种 不 同形 式 : 


3^7? = nn (1, 











k<n P 
T wee m 
d 1 1 
np 
D 


HPD 为 正常 数 . 于 是 我 们 有 估计 式 
> in(Zw(k)) = >》 In(Zw(pk)) = M (np +n(Zw(k))) 


kcB pk<n pk<n 








(p, k)=1 (p, k)=1 
> ` lnp = > np ` 1 
pk<n p<n k<F 
(p, k)=1 (p, k)=1 
= Ym (2-2 ae O(1 ) 
pín 
] l 
= ny 和》 > np 
psn P p<n ? pzn 
= ninn+O(n). (5-4) 


FH (5-2), (5-3) 及 (5-4) 式 我 们 不 难得 到 估计 式 : 





Un) x > - > In(Zw(k)) +0 (Yn Inn) 
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1 
> 
— Inn 





A 
ri 


(nInn + O(n)) +O (//nlnn) =n + ( 


TL 


u^ 


(5-5) 


(5-2 ) (5-5) 式 我 们 立刻 推出 渐 近 公式 : 






































1x In(Zu(k)) 1 
DD Ink -1+0 (5) 
k=2 
于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 
在 上 述 定 理 中 取 n 一 oo, 立即 得 到 如 下 推论 


推论 5.1 对 任意 正 整 数 n, 我 们 有 极限 


5.3.2 ”关于 函数 


Zw(k)) 
Ink 





=l: 
2 


Zw(k) 


US BAILA X 





定理 5.3 ”对 任意 正 整 数 k > 1, 40(k) = V In (Zw(n)), 我 们 有 渐 


近 公 式 


Zw(k) | 


n<k 


Zw(k) 1 





6) S*In(Zw(n)) | 


WEAR 事实 上 ， 
数 j(n) 的 性 质 : 


并 注意 到 


我 们 有 


$i) = 


nír 
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Ink 


0 (去 ) 


对 任意 实数 rz > 1 和 任意 正 整数 n, 根据 M6bius 函 


n<k 





u(r) = > ud) 
d?|n 
p(n) _ 1 6 
— 72 CO. a 
> iu) 
nz d?|n 
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= pd) 
md? «a 
= ` ud) 1 
dz /z MS ay 
= ¥ ua (5+00) 
qq<Vz 
- (5 E a x D 
d=1 d» /z dez 
ero) 
B Sa 十 O (vz) . 


下 面 我 们 利用 这 个 结论 来 证 明定 理 ， 对 任意 无 平方 因子 数 n， 
Zw(n) =n, WA 
olk) = S In (Zw(n)) 


n<k 


Y uon 


n<k 


Y^ [u(n)|In( VR) 


Vk<n<k 


= imk Y; Qu) 


Vk<n<k 


= Zink [E al- So «m | (5-6) 


n<k n<Vk 








IV 


IV 


因此 有 





n<k n<Vk 


ok) > yoe (Si 3 neon 


IV 


Fink (Se ip oit) 
一 与 Ink + O(VE- Ink). (5-7) 
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注意 到 2Zw(n) € n, 于 是 我 们 立即 得 到 


0< L) < E —QO (=) 
0(k) ^ 3k-Ink+ O(Vk- Ink) Ink 





或 








这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
根据 定理 我 们 立即 得 到 如 下 结论 : 


























推论 5.2 ERE RK, 我 们 有 如 下 结论 


Zwk) | 
jus OR). 


5.4 Smarandache 无 平方 因子 函数 的 四 个 相关 问 


题 





对 于 伪 Smarandache 无 平方 因子 函数 来 说 , 很 显然 我 们 知道 如 果 n > 
1, 那么 


Zw(n) = | [». 
p| 


HPT] 表示 能 整除 n D PD AR RARR WSR). MA 


pin 
这 个 公式 我 们 容易 得 到 函数 Zw(n) K. 例如 Zw(1) = 1, Zu) = 
2, Zw(3) = 3, Zw(4) = 2, Zw(5) = 5, Zw(6) = 6, Zw(T) = 7, Zw(B) = 
2, Zw(9) = 3, Zw(10) = 10, ---. 事实 上 如 果 n 无 平方 因子 数 ， 那 
AZw(n) =n. 在 参考 文献 [60] 中 , Felice Russo 人 研究 了 函数 Zw(n) 的 性 
Mi, 并 且 提 出 了 下 面 的 四 个 问题 : 





问题 1: ” 找 出 所 有 满足 等 式 Zw(n) = Zw(n+1)-Zw(nt+ 2) Yn 值 . 


问题 2: REA A Zw(n)- Zw(n +1) = Zw(n 4 2). 
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问题 3: RAE AX Zw(n)- Zw(n -- 1) 2 Zw(n-4- 2) - Zw(n 4 3). 


问题 4: 找 出 所 有 满足 等 式 S(n) = Zw(n) Hn, # PS(n) 
Æ Smarandache Hk. 








这 篇 文章 的 主要 母 的 是 利用 初等 方法 来 研究 着 四 个 问题 , 并 且 彻 底 
的 解决 了 它们 . 那 就 是 , 我 们 证 明了 下 面 的 : 





定理 5.4 。 下面 的 三 个 等 式 没有 正 整 数 解 . 


Zw(n) = Zw(n+1)-Zw(n + 2) 
Zw(n) - Zw(n + 1) 2 Zw(n + 2) 
Zw(n) - Zw(n 4- 1) = Zw(n + 2) - Zw(n + 3) 


定理 5.5 “存在 无 限 个 正 整数 m 满足 等 式 S(n) = Zw(n), 其 中 S(n) 
定义 为 S(n) =min{k: k € N, n| kl] X Smarandache Hk. 





WEAR 在 这 一 部 分 , 我 们 先 直接 来 证 明定 理 5.4， 首 先 我 们 证 明 等 
xXZw(n) = Zw(n +1): Zw(n+2) 没有 正 整数 解 . 显然 Im = 1 不 是 这 一 
等 式 的 解 . 事实 上 如 果 n = 1, 那么 











1 = Zw(1) # 2-3 = Zw(2) + Zw(3). 


如 果 n > 1, 假设 等 式 (1) 没有 n = no 的 解 , 那么 








Zw(no) = Zw(no + 1) - Zw(no + 2). 





对 n = no 的 所 有 素数 因子 p, 显然 p | Zw(no). 


从 Zw(ng) = Zw(no + 1) - Zw(ng + 2), 
我 们 可 得 到 p | Zw(no + 1) - Zw(no + 2). 
这 就 是 说 ， p | Zw(no + 1) or p | Zw(ng + 2). 





(a) 如 果 p | Zw(no +1), 那么 p | (no 4- 1), 结合 p | no 我 们 有 p | 
no 十 1 一 no 二 1, 得 出 矛盾 . 

(b) 如 果 p | Zw(no 十 2), 那么 p | (no 十 2), 结合 p | no KAMA | 
ng +2 — ng = 2, 那么 no = p = 2. 
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从 等 式 (1) 我 们 有 
2 = Zw(2) # 3 -2 = Zw(3) - Zw(4), 


这 是 不 可 能 的 . 所 以 等 式 (1) 没有 正 整 数 解 . 
应 用 证 明定 理 1 的 方法 , 我 们 发 现 等 式 (2) 和 等 式 (3) 也 没有 正 正 整 
数 . 这 样 我 们 便 证 明了 定理 5.4. 
为 了 证 明定 理 5.5, 我 们 需要 函数 S(n) 的 如 下 一 些 引 理 : 






































引 理 5.4.1 假设 n = pp- pl 表示 n 的 标准 素 因数 分 解 式 , A 
A 
S(n) = max (S(p?)]. 


1<i<k 


证 明 参阅 参考 文献 [64|. 


引 理 5.4.2 。 如 果 p 是 一 个 素数 , 那么 S(p*) < kp; Rk <p, AB 
么 S(p*) = kp, 其 中 是 任意 的 正 整数 ， 


证 明 参阅 参考 文献 [65]. 


现在 我 们 应 用 这 两 个 简单 的 引 理 来 证 明定 理 5.5， 很 显然 所 有 的 
素数 p 为 等 式 S(n) = Zw(n) Wi. 所 有 有 无 限 多 个 正 整 数 n 满足 等 
XS(n) = Zw(n). 

现在 我 们 构造 无 限 多 个 合 数 n 满足 等 式 S(n) = Zw(n), 假设 n = 
pipa: Pri pe^, Hp, 为 不 同 的 素数 , FF Ap, > ak = pipa piae 
ZR, 从 函数 S(n) 和 Zw(n) 的 定义 我 们 有 S(n) = pi- pa pui Pk 
HZw(n) = p: pass: pas px. 因此 所 有 的 合 数 n= pi pass pei pp" ( 
其 中 p; 表示 不 同 的 素数 , JE Ap, > ak = pipa pia ) 满足 等 式 S(n) = 
Zw(n). 

注意 到 k 为 任意 的 正 整 数 且 有 无 限 多 个 素数 , 所 以 有 无 限 多 个 合 数 m 
满足 等 式 S(n) = Zw(n). 

这 样 我 们 便 证 明了 定理 5.5. 
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第 六 章 Smarandache 函数 相关 问题 





函数 的 均值 估计 是 数论 研究 的 重要 课题 之 一 , 是 研究 各 种 数论 问题 
不 可 缺少 的 工具 . 本 部 分 列 出 一 些 学 者 所 作 的 关于 Smarandache 相关 水 
数 的 均值 及 其 部 分 研究 成 果 . 








6.2 ”关于 F.Smarandache LCM A 5 [4 23 ej ZA BJ 
ANB Ze 
| 混合 均值 


著名 的 F.Smarandache LCM 函数 的 定义 : 





定义 6.2.1 ”对 任意 的 正 整 数 n, F.Smarandache LCM HŽ S L(n) X. 
义 为 最 小 的 正 整 数 k 使 得 n | [1，2,，.… ,及 ,其 中 [1，2, ---, k] 表示 1, 2, 
eo, k 的 最 小 公 倍数 . 


例如 , SL(n) 的 前 儿 个 值 是 SL(1) = 1, SL(2) = 2, SL(3) = 3, 
SL(4) = 4, SL(5) = 5, SL(6) = 3, SL(7) = 7, SL = 8, SL(9) = 9, 
SL(10) = 5, SL(11) = 11, SL(12) = 4, SL(13) = 13, SL(14) = 7, 
SL(15) = 5, SL(16) = 16, 5 e . BSL(n) 的 定义 我 们 容易 推出 如 
Rn = pt pg? … per zen 的 标准 分 解 式 , 那么 











SL(n) = max{py', p57, ---, PEP. (6-1) 


关于 SL(n) 的 初等 性 质 , 许多 学 者 进行 了 研究 , 获得 了 一 系列 有 趣 的 
结果 , 参阅 文献 [19], [6], [v] 及 [66]. 例如 Murthy [19] 证 明了 如 果 n 是 一 
个 素数 , 那么 SL(n) = S(n), 这 里 S(n) 是 F.Smarandache MAL. 即 就 是 ， 
S(n) =min{m: n|m!, m € N}. 同时 Murthy [19] 还 提出 了 下 面 的 问题 : 














SL(n)= S(n), Sayan? (6-2) 








Le Maohua [6] 完全 解决 了 这 个 问题 , 并 证 明了 下 面 的 结论 : 
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任何 满足 (2) 的 整数 可 表示 为 
n12 或 者 n= py ps? pep, 
其 中 pi1, po, …, Pr, p EDTA Ha, ae, 77, a, 是 满足 p > p™, 
i 二 1, 2,…,7 BIERZ. 
此 外 , Lv Zhongtian [7] 人 研究 了 SL(n) 的 均值 问题 , 证 明了 对 任意 给 
定 的 正 整 数 k 及 任意 实数 z > 2 有 渐 近 公式 














T? r? 5c cm x? 
ec Bb M des 


其 中 c (i —2, 3,---,k) 是 可 计算 的 常数 . 
葛 健 [66] 中 还 研究 了 [SL(n) — S(n)]? 的 均值 分 布 问 题 , 证 明了 渐 近 
公式 : 


» 2 3 3 Ci r? 
> [SL(n) — $(n)] -3.6(3) 28 eos). 


i 
HER In’ x 


其 中 6(s) 是 Riemann zeta- FAI, c; (i — 1, 2,---, k) 是 可 计算 的 常数 . 

















本 文 的 主要 目的 是 研究 一 个 包含 F.Smarandache LCM 函数 SL(n) 
与 Dirichlet 除数 函数 d(n) 的 混合 均值 问题 , 并 给 出 一 个 较 强 的 渐 近 公式 . 
具体 地 说 也 就 是 证 明 下 面 的 : 


定理 6.1 Rk 22 为 给 定 的 整数 . 则 对 任意 实数 x > 2, 我 们 有 渐 近 


公式 ry 














nt x 5 Ci x? x? 


i 
nír 2 一 2 Inr 


其 中 d(n) 为 Dirichlet 除数 函数 , 即 就 是 ” 的 所 有 正 因 数 的 个 数 d(n) = 
>》 1, ci (i =2, 3, k) 为 常数 . 
d 








证 明 在 这 一 部 分 , 我 们 用 初等 及 解析 方法 直接 给 出 定理 的 证 明 . 事 
实 上 在 和 式 














> d(n) - SL(n) (6-3) 


nír 
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H, 我 们 将 所 有 1 < n < z 分 为 两 个 集合 UV SV, 其 中 集合 UV 包含 所 有 
那些 满足 存在 素数 p 使 得 pln Ap > Vn 的 正 整数 n; 而 集合 V 包含 区 
间 [1，z] 中 不 属于 集合 UV 的 那些 正 整 数 . 于 是 利用 性 质 (1) 我 们 有 


3 d(n) SL(n) >， d(n)- SL(n) = > d(np) - SL(np) 











neU nír np<ax 
pin, Vn<p n<p 
= ` 2p - d(n) = ` 2d(n) `> p. (6-4) 
TDSZ n<Vz n<ps = 
n«p 





设 r(z) = 》 1. 于 是 利用 Abel 求 和 公式 (参阅 文献 [13] 中 定理 4.2) RH 





pír 


数 定理 (文献 [67] 中 定理 3.2): 

















RS 
| 
BIS 
ES 
Z7 7x 
3/8 
Se 
| 
3 
pale 
=, 
| 
m 
A 
=, 
a 
c 


其 中 @; 为 可 计算 的 常数 . 





于 是 注意 到 
ye 
= n? 6 
及 
^. d(n) x l T 
D n? — (| ~ 36’ 
n=1 n=1 
25-4 (6-4) (6-5) 式 可 得 
k 
d(n) 2a; x? -]n'n di 
dn) Sin) = rz 25 a ( 
neU nsve n<Vz i-2 
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nt r? Eby x? x 
1. ^ Me 
其 中 6b; 为 可 计算 的 常数 . 
现在 我 们 讨论 集合 V 中 的 情况 , AC) 式 及 集合 V 的 定义 知 对 
任意 n € V, "m 的 标准 分 解 式 为 n = pepe W, 我 们 有 两 种 情 
况 SL(n) = p, € Vn 或 者 
SL(n) = max {p°} = pf, 


1<i<r 











HFa; > 2. 
于 是 由 此 分 析 我 们 有 : 


Yod(n)-SL(n) < >》 dv 而 + Y, (@+1)-d(n)-p? 


np<z np <a 
a>2 


3 d(n) -Vn -lnn € z? In? T, (6-7) 
nír 


其 中 我 们 用 到 渐 近 公式 : 
3 (n) = x -lng -- O(x). 


nír 


由 集合 UV RV 的 定义 并 结合 (6-3), (6-6) 及 (6-7) 式 我 们 有 
Y dm) + SL(n > d(n)-SL(n) + >》 d(n)- SLn 


nz ncU ncev 
4 2 


k 
T x b; x? x 
一” 二 :一 一 十 -一 十 OO | 一 一 |， 
36 Inr 2. hr (ar | 


其 中 b; (i = 2, 3, ++, k) 为 可 计算 的 常数 . 
于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 








IA 
































6.3 ”关于 Smarandache 对 偶 函 数 





我 们 定义 Smarandache XA RAAS (n) 为 最 大 的 正 整数 mm 使 得 ml | 
n, 其 中 n 为 任意 的 正 整数 , 也 就 是 





S*(n) = max(m: m! |n, me N). 
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关于 这 个 问题 , 不 少 作者 作 过 研究 , 并 且 得 到 了 一 些 有 意义 的 结论 . 例 
如 ， 在 文献 [26] H, J.Sandor 做 了 这 样 一 个 猜想 , 即 提出 了 对 正 整数 和 
fE2k +1 之 后 的 第 一 个 素数 q 有 : 





S* ((2k — 1) (2k + 1)) =¢q-1, 
后 来 这 个 命题 被 乐 成 华 [68] 所 证 实 . 
在 文献 [69] 中 , 李 洁 研究 了 一 个 包含 5*(n) 的 无 穷 级 数 的 敛 散 性 , 并 
获得 了 一 个 恒等式 . 即 就 是 对 任意 的 实数 w < 1, 无 穷 
发 散 的 , 当 a > 1 时 是 收敛 的 . mH. 


x Tm =C(a)- 2 T 


n=1 n=1 


其 中 C(a) 是 Riemann zeta -函数 . 
现在 我 们 定义 另 一 种 双 阶 乘 函 数 5*(m) 如 下 : 











S**(n) max(2m —1: (2m — 1)! | n, meN}, 21m; 
TV) — 
max(2m: (2m)!|n, me N},2|n. 


我 们 发 现 这 个 函数 与 5*(n) 有 着 非常 相似 的 性 质 . 在 这 篇 | 
主要 目的 就 是 想 说 明 这 一 点 , 即 就 是 利用 初等 方法 
SER, 并 给 出 一 个 有 趣 的 恒等式 . SLUR doa UE E NI: 























定理 6.2 “对 于 任意 实数 s > 1, 无 穷 级 数 


X SG** (Nn, 
> 





是 收敛 的 , HL 








其 中 C(s) € Riemann zeta-PA ZI. 


由 上 面 的 定理 我 们 立刻 获得 下 面 的 : 
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推论 6.1 | 355 = 2, 4 时 , 我 们 有 恒等式 


OO 











S**n). a? S 1 i 1 n’ 
(i) - + Pul 
e B 4 —- ((2m+ 1)? 3 2. ((2m)!!)2 8 

e S"(n) ate 1 rt cm 1 T^ 
(ii) = 十 Po 
= 2 48 2. ((2m+ 1)!!)* 45 2. ((2m)M)^ 96 











定理 的 证 明 在 这 一 部 分 , 我 们 来 完成 定理 的 证 明 
首先 如 果 s > 1, 由 Se(n) << lon 可 得 狄 利克 雷 级 数 》 Fe 
n=1 
收敛 的 , H. 











OO 











$"() Ast) sto) 
pope cen 
21n 2|n 





HHS**(n) 的 定义 知 当 n 为 奇数 时 , WRS (n) = 2m — 1, Wl (2m — 1)!! | n. 


我 们 令 n = (2m — 1)! -n4 且 (2m 十 1)+ni. 那么 对 于 任意 实数 s > 1, 我 
们 有 














e. S" (n) 2 2m-1 «^ « 2m — 1 
how CR RÀ Uwchk hk qme 
21n 21n 21n 
S**(n)=2m—-1 (2m+1)tn 
2m — 1 = 4 
= — Dis 2 ns 
3 ((2m — 1)!!) =. ES 
2tn 
(2m+1)tn 
B Y 2m — 1 Y 1 之 1 
sn) ns s (2m + 1)s .ns 
2tn 2tn 
E > 1 $^ 2m — 1 ~“ 2m-1 
Lane | \ <4 (2m-100*  — (2m +1)! 
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“in 为 但 


Ihe 


n=1 
2|n 


S* (n 


n? 





) 





1 = Im+1 = om = 1 
n (X e (2m + DIS > a) 


1 J 
T ( 2. (2m + ov) 


mi 


c(s) (1- x) (14 > may) (6-8 


BAC, URS" (n) = 2m, Wm)! | n， 现 在 我 们 令 n = 
(2m)! - n3 H.(2m +2) t na. 那么 对 于 任意 实数 s > 1, 我 们 有 

















= 2m 2m 
2. ((2m)t)s | £— ((2m + | 


m=1 


= 1 2 
25 (+> atas] 


1 


2 2 
G(s) ( T 2^ (m+ zF) 


m 


= 2 
(9) 2 amine (6-9) 


8 
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吉 合 (6-8) 式 和 (6-9) 式 立刻 得 到 


\ 














n=1 2m Em 
1 = 2 pu. d 
= (1-3) (Ert) Eie 




















于 是 就 完成 了 定理 的 证 明 . 








2 


"4s = 2, 4 时 , 注意 到 C(2) = =, C4(4) = 于 ( 见 参考 文献 [13] ) 我 们 
容易 算出 下 面 的 式 子 : 


























Xf = 60) $4 ee] OÈ a 
p t ( i = (2m : D : 2 (E 
7 ; > E pine? a > ry T z 
及 
noun mem NC s 


6.4 ”一 个 新 的 算术 函数 及 其 均值 


对 任意 正 整数 n, 我 们 定义 算术 函数 Q(n) AA) 20, “n > 1 Hn = 
pj pg? se PR AN 的 标准 分 解 式 时 , RE O(n) = aipi t aapa +: Gkpk- 
例如 0(2) = 2, O(3) = 3, 0(4) = 4, Q(5) = 5, O(6) = 5, Q(T) = 7, 
(8) = 6, 2(9) = 6, N(10) = 7, ------ . 显然 这 个 函数 与 n 的 素 因 子 个 数 ( 
包括 重 数 在 内 ) 函数 Q(n) 密切 相关 , 而 且 它 也 是 一 个 完全 可 加 函数 ! 事 
实 上 对 任意 正 整数 m Rn, 显然 由 Q(n) 的 定义 可 知 : 
































O(m - n) = Q(m) + Q(n). 
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关于 这 个 函数 的 性 质 , 至 今 似乎 没有 人 研究 , 至 少 在 现 有 的 文献 中 我 们 还 








没有 看 到 有 关 结 论 . 然而 , 作者 认为 研究 这 个 函数 是 有 意义 的 ， 





以 刻 划 正 整数 标准 分 解 式 中 所 包含 素数 与 其 指数 的 一 种 加 权 











它 不 仅 可 
"EJ, 而 且 





也 是 函数 Q(n) 的 进一步 推广 和 延伸! 基于 这 些 原因 , 本 文 主要 研究 了 函 
数 Q(n) 的 均值 性 质 , 并 给 出 了 一 个 较 强 的 均值 公 及 有 趣 的 恒等式 . 具体 

















地 说 , 我 们 证 明了 下 面 的 两 个 结论 : 





定理 6.3 k JAZERA. 则 对 任意 实数 z > 1, KM 
式 
k C; x? 
O(n) = x? - : 
2, =e 2 ints (zen) 
其 中 ci (i21, 2, .… , k) 为 可 计算 的 常数 且 cl = m. 


定理 6.4 对 任意 复数 s > 2, 我 们 有 恒等式 








其 中 》 表示 对 所 有 素数 求 和 , C(s) ARiemann zeta -函数 . 
p 





] 有 渐 近 公 


在 定理 2 中 取 s = 4 并 注意 到 C(4) = 向 我 们 立刻 得 到 下 面 的 





9 7 yl 
1 2y 


1 
wiesz y D m a 
veo. 一 nå = 














定理 的 证 明 为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 需要 下 面 一 个 简单 的 : 








引 理 6.4.1 “对 任意 正 数 z > 1, 我 们 有 估计 式 


1 
> Qn) — g:Innlnz-c-C--O (=) ; 
lng 


nír 


其 中 C 为 可 计算 的 常数 . 
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证 明 这 是 一 个 经 暴 乡 结果 ， 其 证 明 过 程 可 参阅 文献 [70] 























xm]. 


现在 我 们 直接 给 出 定理 的 证 明 . 首先 证 明定 理 6.3. REKU, aj 
中 所 有 正 整数 分 为 两 个 子 集 4 MB, 其 中 4 JU, o] 中 所 有 满足 P(n) > 



































vn 的 正 整 数 n 的 集合 , Pin) 表示 n 的 最 大 素 因 子 ; B 是 1，z] 中 所 








fjO(n) < Q(n) - P(n) 我 们 立刻 得 到 


> 9 = M00 + $5 O(n) 


n<z ncA ncB 


= > (p+ Q(n) jo (Som va) 


nea 


有 满足 P(n) < n 的 正 整数 ”的 集合 . 显然 由 4 和 B 的 定义 并 注意 


= > X) p+) > qo +0 ( wom 


nX4/y n<p<¥ n<yxr n<pst 


nír 


- 2.2.09 2,7 (=) O(n) 0 (2? nna), (6-10) 


n<vV/a p<? 


其 中 r(z) 表示 不 超过 x 的 所 有 素数 的 个 数 . 
对 任意 正 整 数 k, 由 文献 [67] 中 定理 3.2 知 




















Ha; (i = 1, 2,---, k) 为 可 计算 的 常数 且 al = 1. 
于 是 由 (6-11) 式 可 得 


> 7 (=) An n) «& L—- > OO) ead. 
PSVT 


nz 




















由 (6-11) 式 及 Abel 求 和 公式 (参阅 文献 [13] 中 定理 4.2) 可 得 





2 p s ser) - f m(y)dy 


D<Z 2 
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(6-12) 
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k 


x à; 5 y "TE xd 
1 nîs 3 P Ti In** y Ed Intt y 
z 
TÉ ser s 6-13 
(sea) ( ) 


FH; (i = 1, 2, k) 为 可 计算 的 常数 且 b = 1. 
于 是 应 用 (6-13) 式 并 注意 到 C(2) = 写 可 得 








| 
8 
N 
— 

| © 





Il 
nm] 8 
iM- 
Jl. 
B 














a E b; r? 
2. 2” i 2L s l >, ln! 2 id (5 . =] 
k 2 
m 2 Ci 化 
= r > (6-14) 
其 中 ci (i = 1，2,… , k) 为 可 计算 的 常数 且 c1 = 25. 
结合 (6-10)， (6: i, (6-12) (6-14) 式 立 刻 得 到 渐 近 公 











Sue yd 


nír 


于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 


eR) 

















现在 我 们 证 明定 理 6.4. 
设 f(s) = > REES) < 所 以 由 调和 级 数 的 全 散 性 和 
当 s > 2 时 f(s) 绝对 收敛 是 有 


fo - ipii Fatty 


























Il 
m 7X 
[v] 
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将 (6-15) 式 整理 可 得 








其 中 > ， 表示 对 所 有 素数 求 和 , C(s) ARiemann zeta -函数 . 
手 是 完成 了 定理 6.4 的 证 明 . 


6.5 ”关于 Smarandache 素 数 部 分 




















对 任意 正 整数 n > 1, Smarandache E 3&2 884) P(n) 定义 为 大 于 
等 于 n 的 最 小 素数 . 例如, Phn) 的 前 儿 项 值 为 PB,(1) = 2, P,(2) = 2, 
P,(3) = 3, 已 (4) = 5, P,(5) = 5, B,(6) = 7, FT) = 7, Pp(8) = 11, 
P,(9) = 11, P,(10) = 11, Aan = 11, BD = 13, P,(13) = 13, 
P,(14) = 17, P,(15) = 17, ---. 对 任意 的 正 整数 mn > 2, 我 们 还 定 
XSmarandache 下 素数 部 分 py(n) 为 小 于 等 于 n 的 最 大 素数 . 它 的 前 几 
项 值 为 pp(2) = 2, Pp(3) = 3, pp(4) = 3, Pp(5) — 9$, Pp(6) = $, Pp(7) =f, 
pp(8) = T, Pp(9) = T, pp(10) = 7, pp(11) = 11, ---. 在 “Only problems, 
Not solutions”( 参 阅 参 考 文献 [1] , 问题 39) 一 书 中 , F.Smarandache 教授 
提出 让 我 们 研究 序列 {P,(n)} 和 {p(n)} 的 性 质 . 关于 这 个 问题 , 好 像 还 
没有 人 研究 过 , 至 少 我 们 以 前 没有 见 到 相关 的 结果 . 但 这 个 问题 非常 的 重 
要 也 是 很 有 意义 的 , 因为 在 Smarandache 下 素数 部 分 和 上 素数 部 分 分 布 
问题 上 它们 有 非常 接近 的 关系 . 现在 我 们 定义 


























I, = {Pp(2) + pp(3) pee + pp(n)}/n 


和 
In = (P,(2) + P,(3) +--+ + P(n) y/n. 


在 参考 文献 [14] 的 问题 10 中 , Kenichiro Kashihara 让 我 们 估计 : 


(A). 是 否 lim (S, — In) KAS A AAR, WRI, 找 出 其 极限 值 . 


(B. 是 否 lim uS SER AK BL. do SK, Rk HARE. 
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关于 问题 (A), 我 们 暂时 没有 得 到 什么 结果 . 但 关于 问题 (B), 我 们 得 
到 了 彻底 的 解决 . 事实 上 我 们 得 到 了 一 个 非常 好 的 结果 . 

这 篇 文章 中 , 我 们 研究 了 字 的 渐进 性 质 , 并 且 给 出 了 一 个 很 好 的 浙 
进 公式 . 即 就 是 , 我 们 证 明了 如 下 的 结论 : 




















定理 6.5 ”对 任意 的 正 整 数 n > 1, 我 们 有 渐 近 公式 


从 这 个 定理 我 们 还 可 得 到 如 下 的 : 





推论 6.3 ” 当 n 一 > oo 时 极限 5% /1 收敛 , EL 


这 样 我 们 解决 了 参考 文献 [14] 的 问题 B. 
几 个 引 理 为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 需要 如 下 的 几 个 引 理 . 首先 我 























们 有 





引 理 6.5.1 对 任意 的 实数 x > 1, 我 们 有 渐进 公式 


23 
D (Pati — Pn) Kae, 


Pn+1 ST 


其 中 pn 表示 第 n 个 素数 , c 表示 任意 正 整 数 . 








证 明 根据 D.R.Heath Brown [72] 和 [73] 这 是 一 个 非常 著名 的 结论 . 


引 理 6.5.2 ike 为 足够 大 的 正 实 数 , 那么 在 rz 和 x 十 za 之 间 一 定 存 
在 一 个 素数 已 . 














证 明 对 任意 足够 大 的 实数 z, Pa 表示 最 大 的 素数 且 P, < m. 那么 
从 引 理 6.5.1 我 们 立即 推导 出 





(B, — P, 1) < vis té 
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或 者 
2 
Pa — Pa-1 «23. 


所 以 一 定 存在 一 个 素数 P 介 于 x 和 x + x 之 间 . 这 样 便 证 明了 引 理 6.5.2. 








引 理 6.5.3 ”对 任意 实数 z > 1, 我 们 有 渐进 公式 


和 


证 明 我 们 仅 证 明 第 一 个 渐 近 公式 , 相似 的 我 们 可 以 推导 出 第 二 个 公 
式 . WP, 表示 第 k 个 素数 . 那么 从 已 (np) 的 定义 我 们 知道 对 任意 固定 的 
RAP, 一 定 存在 P41 — Pp, 正 整 数 n EPn) = Pp. 于 是 我 们 有 


» p) m 2 Pp- (Pai — Pa) 














n<r Pnii1<% 
1 1 
= 9 (Pam Ri 2 > (Past — Pa) 
Phe Pnt1<z 
1 
= 5P%(n)-2-5 $5, (Pari - Pr)’, (6-16) 
Pr4icx 
TE P(x) 表示 最 大 的 素数 使 得 P(z) € v. 
从 引 理 6.5.2 我 们 知道 
P(x) 二 TX 十 O (zi) . (6-17) 


现在 从 (6-16), (6-17) 和 引 理 1 我 们 立即 可 推导 出 
2 PO = Pao (zi) +0 (cis) = 5 -22 二 O (zi) ; 








这 样 我 们 便 证 明了 引 理 6.5.3 的 第 一 个 渐渐 公式 . 
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第 二 个 渐进 公式 由 引 理 6.5.1, 引 理 6.5.2 和 等 式 
》 p(n) = X Pa- (Pa— Pai) 
ncc P< 
1 1 2 
一 22. 05904 4500 US) 
Pasg Pn SZ 
= Sp 5 =P 
9 9 n n—1 
Pn<z 
即 可 得 到 . 











LE 的 证 明 . 事实 上 对 任意 的 





定理 的 证 明 这 一 部 分 , 我 们 直接 完成 定型 
正 整 数 n > 1, 从 引 理 6.5.3 以 及 I 4S, 的 定义 








我 们 有 





In = {pp(2)+pp(3) +--+ + pp(n)}/n 
1 E +0 (| 一 5” +0 (n3) (6-18) 
和 
Sn = {Py(2) + Fy(3) Toc P,(n)}/n 
EN E 40 (n’)| E jn d (n3) (6-19) 





者 合 (6-18) 和 (6-19) 我 们 有 


| 








H 


这 样 即 证 明了 我 们 的 定理 . 
当 n — oo 时 由 定理 我 们 便 可 得 到 推论 . 





























6.6 


一 个 丢 番 图 方程 及 其 它 的 整数 解 





众所周知 , 丢 番 图 方程 (或 称 不 定 方程 ) 的 求解 问题 在 初等 数论 及 代 











数 数论 研究 中 占有 十 分 重 








的 地 位 , 从 而 引起 了 不 少 学 者 的 重视 和 兴趣 ， 


所 以 取得 了 丰硕 的 成 果 , 例如 费 尔 马 问题 的 解决 就 是 一 个 典型 的 例证 ! 
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然而 由 于 不 定 方 程 的 形式 多 样 , 因而 使 得 这 方面 仍然 存在 许多 未 解决 的 
问题 ! 例如 在 文献 [14] 中 , Kenichiro Kashihara 建议 我 们 研究 不 定 方程 








zx? +y +z” =0 (6-20) 


的 可 解 性 ,并 求 该 方程 的 所 有 整数 解 ! SS, Kenichiro Kashihara 也 
在 [14] 中 评论 道 : 注意 到 方程 (6-20) Pr, y 及 z 的 循环 形式 , 因此 求 方 
程 (6-20) 的 一 般 解 是 一 个 很 难 的 问题 ! 然而 通过 各 个 方面 考察 , 我 们 发 现 
获得 方程 (6-20) 的 一 般 解 并 非 像 [14] 中 所 想象 的 那样 难 ! 本 文 的 主要 目的 
是 利用 初等 方法 及 整数 的 整除 性 质 研 究 这 一 问题 , 并 获得 彻底 解决 . BU 
就 是 证 明 下 面 的 : 























定理 6.6 方程 tyY +y + 2° 二 0 有 且 仅 有 三 组 整数 解 , 它们 分 别 是 


(x, y, z) = (-2, 1, 1), (1, —2, 1), (1, 1, —2). 





显然 我 们 的 定理 给 出 了 文献 [14 ] 中 所 提出 问题 的 一 个 完整 回答 ! 对 
于 方程 (6-20) 的 一 般 形式 , 也 就 是 n 个 变量 的 方程 : 











p gy Pee ey +e, =O 


的 可 解 性 以 及 它 的 一 般 整 数 解 是 一 个 有 待 于 进一步 研究 的 问题 ! 











定理 的 证 明 这 节 我 们 利用 初等 方法 以 及 整数 的 整除 性 给 出 定理 的 
直接 证 明 . 为 叙述 方便 我 们 分 为 下 面 几 种 情况 进行 证 明 : 


(a). 如 果 方 程 (6-20) 有 整数 解 (z，y 2), 那么 x #0, y #0, 240. F 
实 上 如 果 z, y, z WAS, 或 者 z, y, z 中 有 两 个 为 零 , 或 者 z, y, z 中 一 个 
HE, 则 注意 到 00 = 1, 07* 无 意义 , 容易 验证 z, y, z 不 满足 方程 (6-20). 























(b). Æx, y, z WAR, 则 (z，y，z) 不 可 能 满足 方程 (1). 这 是 因为 
wRr, y, z 均 为 偶数 且 满足 方程 (6-20), 则 由 (a) 知 x, y Re 均 为 非 零 偶 
HO PAL! +y? + 2% 中 每 一 项 都 为 正 数 , 从 而 zy + y? + z* > 0, Ez, y, 
2 满足 方程 (6-20). 矛盾 ! 


(c). F(x, y, z) 满足 方程 (6-20), Wa, y, 2 中 不 可 能 有 两 个 偶数 . 
事实 上 如 果 (x, y, z) 满足 方程 (6-20) 且 x, y, z 中 恰好 有 两 个 偶数 , 注意 
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到 (a) 不 妨 设 z, y 为 非 零 偶数 ，> 为 非 零 奇 数 . 这 时 显然 x, y 和 z 不 可 能 
都 是 正 整数 ， 否 则 zy +y% +27 > 0, Sa, y, z 满足 方程 (6-20) 了 矛盾 ! Fiz, 
y 和 z 都 是 负 整 数 , 则 方程 (6-20) 变 为 
1 1 1 
fa pa * jara 7 





或 者 
iy] fel + [ah - ul? = [a] - La]. 


MEAT aa] = 2* - ty, [y| = 29 te, M = a], HAs; > 1,2165, 15 12. 
M 为 奇数 . 于 是 上 式 化 为 : 


(2° . £5) .M i (25: . tyr ] (2° . t2)!” 2 (25: . uy . M. 


由 此 及 整数 的 整除 性 质 立 刻 推出 





951:272-t2 — 982'|2| 


因此 s1. 2% .to = s2 [e 由 于 |z| 为 奇数 , 故 由 等 式 可 得 2% | s2, 这 不 可 
能 ! 因此 zx, y 和 z 不 可 能 都 是 负 整数 . 如 果 z, y, > 中 两 个 正 数 , 一 个 负数 ， 
则 不 妨 设 z > 0, y > 0,z< 0 或 者 z >0,y<0,2>0. AN, WH 
程 (6-20) 变 为 








1 
XY 十 


此 式 显 然 是 不 可 能 的 , 因为 它 的 每 一 项 都 是 正 数 ! 如 果 x > 0, y < 0, 
z > 0. 则 方程 (6-20) 变 为 





十 |z| — 0. 


"rl ee 


或 者 
] 2 gli. y|* — rl. 27, 


此 式 左 边 为 奇数 , 右边 为 偶数 , 矛盾 ! 同 理 当 x < 0,y > 0, > > 0 时 注意 
fl: 





"mE 
Im Ey qo ow. 
所 以 方程 (6-20) 不 可 能 成 立 ! 
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tie, y, z 中 一 个 正 数 , 两 个 负数 , 不 妨 设 z > 0, y «0, z < 0. 此 时 

方程 (6-20) 成 为 
zal "E + |z|" 0 
或 者 
yl — xl + vl. ll jee = 0. 

HERAA HE yll SERVI 及 zl BERYL Pratl = Jyll, pyll- 
rl. jz = 0 矛盾! 如 果 x <0, y>0,2 «0. 此 时 注意 到 z, y 为 非 零 偶 
数 , z 为 非 零 奇数 , 所 以 








1 


1 
十 -一 十 一 一 
B 


y REN 
al’ + 3 


> 0, 


从 而 方程 (6-20) 不 可 能 成 立 . 

如 果 z <0, y « 0, z > 0, 此 时 方程 (6-20) 成 为 

1 1 
qe + et = 
或 者 
Jz! + |l = Jy? - fal! - fa. 

上 式 左 边 为 奇数 , 右边 为 偶数 , 矛盾 ! 

所 以 (z，y，2) 满足 方程 (6-20) 时 , x, y, z 中 不 可 能 有 两 个 偶数 . 





(d). Æx, y, z) 满足 方程 (6-20), Wa, y, z 不 可 能 都 是 奇数 . 事实 
上 若 (x,，y，z) 满足 方程 (6-20) 且 z, y, z 都 是 奇数 , 则 当 z, y 和 > 都 是 负 
数 时 zy + y7 +27 <0 FR; Jim, y 和 z 都 是 正 数 时 zy + y? +27 >0 
JA; Fiz, y, z 中 恰好 有 两 个 正 数 设 为 x Ry, z 为 负数 ， 则 方程 (6-20) 变 
Ay -at +1 = je yl). 此 式 左边 为 偶数 , 右边 为 奇数 矛盾 ; Fie 及 z 为 
TER, y 为 负数 , 则 方程 (6-20) 变 为 








zw 十 2 =0 


或 者 
1 = alil. |y|* — 2% . ll. 


上 式 中 左边 为 奇数 , 右边 为 偶数 , 矛盾 ! 
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Fy 及 z 为 


或 者 


IER, z 为 负数 , 则 方程 (6-20) 变 为 


1 
-|z| +47 + — =0 


gl 多 


1= |z|” -zl — zll. y7, 








上 式 中 左边 为 奇数 , 右边 为 偶数 , 矛盾 ! 
Ee, y, 2 中 恰好 有 一 个 正 数 设 为 z, My Re 为 负数 , 则 方程 (6-20) 变 


为 





lz? - |y]! - xl?! = [yl — all, 





上 式 中 左边 为 奇数 , 右边 为 偶数 , 矛盾 ! 
Wy 为 正 数 , 而 z 及 > 为 负数 , 则 方程 (6-20) 变 为 


|z|I7 gz 一] 加 — yla, 





上 式 中 左边 为 奇数 , 右边 为 偶数 , 矛盾 ! 
Wz 为 正 数 , 而 z Ry 为 负数 , 则 方程 (6-20) 变 为 


zl. fyl? zl = zl 人 一 > 





上 式 中 左边 为 奇数 , 右边 为 偶数 , 矛盾 ! 


所 以 当 (z， 


y, 2) 满足 方程 (6-20) 时 , z, y 及 > 不 可 能 都 是 奇数 . 


(e). 综合 以 上 分 析 , 我 们 立刻 推出 当 (z,，y，z) 满足 方程 (6-20) 时 , x, 
y kz 中 一 个 偶数 , 两 个 奇数 . 不 失 一 般 性 假定 x 为 偶数 ，y 及 z 为 奇数 . 
显然 z, y Rz 不 可 能 全 为 正 数 , 否则 zy + y% +27 > 0. 当然 z, y 及 > 也 不 


可 能 全 为 负数 ， 





否则 方程 (6-20) 成 为 


|a: I9 Jyll 三 | 可 jell zl xl. 


上 式 中 左边 为 偶数 , 右边 为 奇数 , 矛盾 ! 


现在 我 们 证 明 当 (z，y，2) 满足 方程 (6-20) 时 , m, y 及 z 中 不 可 能 有 两 
PRE FMR Sa WE, y 及 z 为 负数 时 , 方程 (6-20) 变 为 


上 式 中 左边 为 人 


el? - pj abel = zl. [af — [op p] 


BI, 右边 为 奇数 , 矛盾 ! 
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My 为 正 , x Kz 为 负数 时 , 方程 (6-20) 变 为 
ælt - V^ jejel = [z|lel + y, 


注意 到 z 为 偶数 , 所 以 显然 上 式 左 边 大 于 右边 , 矛盾 ! 
Mz AE, x Ky 为 负数 时 , 方程 (6-20) 变 为 


|a: -Jy ziel 4 zll — |a: |l. 





上 式 中 左边 为 奇数 , 右边 为 偶数 , 矛盾 ! 


所 以 当 (z，Vy，2) 满足 方程 (6-20) 时 , z, y 及 z 中 不 可 能 有 两 个 负数 . 
因此 x, y 及 > 当 x < 0,y > 0, z > 0 时 ,方程 (6-20) 成 为 


由 上 式 立 刻 推 出 zzl = 1 z= 1,y 十 1 = jet. 注意 到 x < 0 且 为 偶数 , 所 
以 y 十 1= |r 成 立 当 且 仅 当 z = —2, y = 1. 此 时 (xz, y, z) = (-2, 1, 1) 
是 方程 (6-20) 的 一 组 解 . 
Uy > 0, y <0, z > 0 时 ,方程 (6-20) 成 为 








1= alll. (ly — 2°). 





上 式 中 左边 为 奇数 , 右边 为 偶数 , 矛盾 ! 
当 z > 0, y > 0, z < 0 WN, 注意 到 zx 为 偶数 , 所 以 方程 (6-20) 成 为 


1 
a? + —— + |2|" = 0. 
y 





上 式 堪 边 大 于 零 , 显然 是 不 可 能 的 ! 


综合 以 上 讨论 , 并 注意 到 z, y 及 z 的 对 称 性 我 们 立刻 得 到 方程 (6-20) 
有 且 仅 有 三 组 解 , 它们 分 别 是 








(x, y, z) = (-2, 1, 1), (1, -2, 1), (1, 1, -2). 


于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 
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6.7 一 个 新 的 算术 函数 及 其 均值 分 布 














Wk > 0 为 任意 给 定 的 实数 . 对 任意 正 整数 mn > 1, “n 的 标准 分 
解 式 为 = pT .222 - pe 时 , 我 们 定义 算术 函数 Q(k,n) 29: O(k, 1) = 0, 
Q(k,n) = aip? + aap +--+ + aspk. PMO, 2) = 2, 0(1,3) = 3, 
Q(1,4) = 4, 0(1,5) = 5, A(1,6) 2 5, Q(1,7) = 7, A(1,8) = 6, (1,9) = 
6, Q(1,10) = 7, ---. 显然 这 个 函数 也 是 一 个 加 性 算术 函数 , 即 就 是 对 任 
意 正 整数 mm An A: 














Qk, mn) = O(k, m) + Q(K, n). (6-21) 
容易 验证 函数 Q(k,n) 也 满足 : 
1 
2, 06.4 a d(n) - Q(k,n), 





其 中 d(n) 表示 Dirichlet 除数 函数 ，》 表示 对 n 的 所 有 正 因 子 求 和 . 


d|n 

Real “4k = 0 时 , 函数 Q(0,n) 就 是 经 典 的 算术 函数 Q(n): n 的 所 有 素 
因数 的 个 数 , 包括 重 数 在 内 . 因此 我 们 可 以 认为 函数 Q(k,n) 是 Q(n) 的 推 
广 和 延伸 ! 关于 函数 Q(n) 的 性 质 , 在 初等 数论 教科 书 中 已 有 不 少 结果 , 例 
如 文献 [56] 及 [71] 中 证 明了 对 任意 实数 z > 1, 有 渐 近 公式 : 








> oo) =2-Inmz+C-2+0(—), 


nsa 


其 中 C 为 常数 . 
本 文 的 主要 目的 是 研究 函数 Q(k,n) 的 均值 分 布 性 质 , 并 给 出 一 个 较 
强 的 均值 分 布 定 理 . 具体 的 说 也 就 是 证 明 下 面 的 : 



































定理 6.7 设 k > 0 是 一 个 给 定 的 实数 . 那么 对 任意 实数 x > 3, KAN 
有 渐 近 公式 





4 k+1 k+1 
3 (Q( n) - PH)” = CQk +1) E +0 (=) , 


nír 
JP P(n) 表示 n 的 最 大 素 因子 , C(m) 表示 Riemann zeta- KZ. 
注意 到 C (4) = m. 由 我 们 的 定理 立刻 得 到 下 面 的 : 
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推论 6.4 ”对 任意 实数 x > 3, 我 们 有 渐 近 公式 
1 2 Ar? 7a qu 
Q [ Z,n| -VP TER 
D (27) DI 3 PE 后 


定理 的 证 明 这 节 我 们 直接 给 出 定理 的 证 明 . 首先 我 们 将 区 间 [L，z] 
中 的 所 有 正 整 数 n 分 为 三 个 子 集合 : A,B RC. 4 表示 所 有 满足 me [1,2] 
且 P(n) > Vn 的 n 的 集合 ; B 表示 所 有 满足 ne [1,2] Hn3 < P(n) € ym 
的 n 的 集合 ; C 表示 所 有 满足 me [1,2 ]HP(n) € n3 的 n 的 集合 . HA, B 
及 C 的 定义 显然 有 


> Qk,n) - P*())? = 37 (Qk, n) - P*Q) + 


nc ncA 


+》 (0 - P*(n))* + V^ (0 *(n))(6-22) 


ncB nec 


























现在 我 们 分 别 估计 (6-22) 式 右 边 的 三 个 和 式 ， Idm € A IN, 由 
TP(n) Vn, 所 以 n 的 标准 分 解 式 中 最 大 素 因 子 次 数 为 1, 不 妨 可 
Wn =m- P(n), m < P(n). 注意 到 Q(k,n) € në -Inn 以 及 当 P(n) < yn 
时 , Q(k,n) < n3 .Inn, 于 是 我 们 有 


Y. (Qn) — Pr = Y (Q(E, mp) — p")? 








ncA mp 
m<p 
= QN (km) M M. Qm) 
mpXz m/z MPL 7 
m«p 
= M M mme > M Ohm) 
mise m«pEz ms m<p<= 
P(m)>/m P(m)E£Vm 


= ` `> Q? (k, mp1) (x ow. sn) 


mpiX4/z mpi «p zr m/z p< 名 
pim 


= 2 > S> (Qk, m) e Qs p) +O (a ma) 


met m<pis~ VE MPiPS WT 


= = > (Qs m) +. 2+ p} (E, m) + p?) 


mxzim«p XX? MPI<PS mpr 
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+ 0 (F In z) ] (6-23) 








下 面 我 们 估计 (6-23) 式 中 的 主 项 . 应 用 Abel 求 和 公式 及 素数 定理 ( 参 


阅 文献 [13] 中 定理 4.2 及 文献 [67] 中 定理 3.2) 


ne) = i O a) 


pír 




















我 们 可 得 : 


> AT 


-2 


1 
m<au4 m<pis YE mpi<ps mp|j 


2k T x 
= .| 5 +ol 一 ”一 
2 po P E -ln — Y (— - In? 3] 


1 m 
m<a4 m<pis Y pi 











htt 1 pH 
^ hz 2n me Y (sz) 
mIrT 
9 gH [UH 
= 2k+1)-—-——- +0 6-24 
SS k ln27 " (ez) : ) 


其 中 C(m) 为 Riemann zeta- 函 数 . 
同 理 容易 推出 估计 式 


2. X >, Q(km)-o (s? Inc) (6-25) 


1 Ed 
mca m<pis Y£ TPES e 





25 2 `> pi Q(k,m) = O (z^? Ina) : (6-26) 


« zx 
«XE MOPS a 





1 
m<xrī M<pi 





于 是 结合 (6-23), (6-24), (6-25) 及 (6-26) 式 可 得 
(Q(k,n) 一 Ph(m)) = ((2k+1)- e +O (=) . (6-27) 


k Inez 
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“in € Cit, 由 于 P(n) < n3, 所 以 我 们 有 平凡 估计 式 
k+1 
Y^ (Q(,n) — PEN) < Son? Katt < AT (6-28) 
nec nír Dx 
“ne B 时 , 显然 n 包含 的 比较 大 的 素 因 子 有 两 种 情况 : n = m-p, 
m < p; n= m: pi: pz, m < pi < po. 于 是 我 们 有 


Y (Q(k,n) — Pr 





ncB 

= a (Q(k, mp?) — p*)” + ` (Q(k, mpıp2) — p) 
mp? <a mp1:p2<z 
m<p m<pi<p2 

= S > (km) +p) + Y (QQGm)er). (6-29) 
m-p?«x m-pi:paz 
m«p m«pi «pa 


容易 得 到 (6-29) 式 右 边 第 一 个 和 式 





eT 
> (Q(k,m) + p*) «s-. (630) 
js mad PSV 





而 (6-29) 式 右边 第 二 个 和 式 可 分 为 
S (Qm) pb 


me pi:pa Ec 
m«pi «pa 


2 3 Y^ (Qm) +2: pf - Ok, m)  pjf9-31) 


m<r3 m<pisy/ = E Pı <P2< pim 


容易 得 到 平凡 估计 





> 3 Qm) 


1 
m«xz3 m«piE4/ 7 S 


«x X Em 


m<as m«mz4/Z£ mpi 





2k43 EN 
化 ninr 化 
6-32 
< lng < In? x ( ) 
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m<a2s m<p1r<VE PISP2S y 


5k+6 k+1 


A ge T 
. —— < ——. (6-33 
> 3 > 2, pim e cdi 
m<z¥ m«pz4/£ mXPEy 
现在 我 们 估计 (6-31) 式 中 的 主 项 . 与 (6-24) 式 的 计算 类 似 , 应 用 素数 定理 
及 Abel 求 和 公式 可 得 


2 


1 T 
m<Ir3I m«piE4/ z PISPIS pim 


£ x 
~ 3 2 P E In =~ ae (— ez) 

ines M<piSy/ = NERE 

2k—1 k+1 
(Xx £ 

M. comer hec 

1 min TD In? ax 
m<a3 m«ptz4/z pi 


2 gktl gktl 
5 +53 +0 (z=) (6-34) 


























由 (6-29)-(6-34) 式 即 可 得 到 








kt ( yk 


In? x 


> (Q(k,n) 一 P¥(n))” = ((2k+1)- : 


ncB 


现在 结合 (6-22), (6-27), (6-28) (6-35) 立刻 推出 渐 近 公式 : 





phy = 4 att (=) 
2: 0000 Pn) = (2k +1)- x og-tOlbpsr] 
其 中 C(n) 2j Riemann zeta- 函 数 . 
于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 














6.8 ”关于 Smarandache 素 数 可 加 补 数 列 





对 任意 正 整 数 n, 著名 的 Smarandache 3&2 n] Jn 4b ER CS P AC (n) 
定义 为 最 小 的 非 负 整数 太 使 得 n +k 为 素数 .例如 SPAC(1) = 
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1, SPAC(2) = 0, SPh = 0, SPAC(4) = 1, ee E 
0, SPAC(6) = 1, SPAC(T) — 0, SPAC(8) = 3, SPAC(9) = . 在 
文献 [1] F, 美 ee 从 专家 , F.Smarandache | 
研究 数列 {SPAC(n)} 的 性 质 . S 





- > SPAC(a). (6-36) 





在 文献 [14] 中 ，Kenichiro Kashihara 建议 我 们 研究 极限 


1c 
im An = = 2. SPAC(a). (6-37) 
的 敛 散 性 ， 同 时 他 猜测 数列 {A%} 是 发 散 的 ! 

关于 这 一 问题 , 至 今 似 乎 没有 人 研究 , 甚至 还 不 知道 (6-37) 式 的 极限 
是 否 存 在 . 本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 及 解析 方法 研究 数列 {4,} 的 敛 
散 性 , 并 解决 了 文献 [14] 中 提出 的 问题 ! 具 体 地 说 也 就 是 证 明了 下 面 的 : 























定理 6.8 ”对 任意 正 整 数 n, 我 们 有 估计 式 


S 


a 


1 
= 二 》 SPAC(a) > znn+O(I). 
a=1 











显然 由 本 文 的 定理 立刻 推出 数列 {4,} 是 发 散 的 ,从 而 解决 了 文 
献 [14] 中 的 猜测 ， 


两 个 引 理 为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 需要 以 下 两 个 简单 引 理 . 首先 



































有 


引 理 6.8.1 itn 为 任意 正 整 数 , 则 当 n RAN ABA n, n+ ni] 中 
一 定 包 含 一 个 素数 . 即 就 是 存在 素数 p Aq 使 得 


n—ni<p<n 


Bln 


n<q<ntni 
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证 明 : (参阅 文献 [76] 及 [77] ). 


引 理 6.8.2 iar (x) 表示 不 超过 r 的 所 有 素数 的 个 数 , 则 有 渐 近 公 
化 化 


证 明 : (参阅 文献 [67] 及 [11]). 


式 

















定理 的 证 明 这 节 我 们 利用 前 面 的 引 理 来 完成 定理 的 证 明 . 首先 对 
任意 充分 大 的 正 整 数 n, 设 2= pq < po < pa <- < Pm € n 表示 区 
W, n] 中 的 所 有 素数 . 于 是 由 SPAC(a) 的 定义 可 知 在 区 间 (pi;, pipi) 中 
所 有 整数 a 的 补 数 之 和 为 


























2 SPAC(a) = pişi —Pi— Tippy =O 24 eo LO 
Pi<a<pit1 
(Di41 一 pi)(pia — pi — 1) 
2 i 
注意 到 SPAC(1) = 1, 所 以 由 上 式 我 们 可 得 


>》 SPAC(a) = 1+ 》 M] SPAC(a)+ M SPAC(a) 











a<n Pi+1 IN pi<a<pit1 pm<a<n 
(Dua = Di) (Pia — Pi = 1) 
> 
2 E ; 
Pit1<n 
1 1 
= 9 (Dii — pi) 2 X (Dii — pi) 
Pit1<n Pit1<n 
1 2 1 
73 XO (pmi — pi)? — 5 (Pm — 2). (6-38) 
Pit1<n 








应 用 柯 西 不 等 式 有 : 
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= X oan (m(n))?. 











it1<n 
从 而 可 得 不 等 式 : 
2 
(Di41 — pi)? > (Pm — 2) : 
Dixi&n m(n) 
由 此 及 (6-38) 式 并 注意 4 的 定义 可 得 : 
1(p,—-2) 1 1 Pa 一 2 
nAn 2 5m pm) = 5 (Pm ~ 2) PE- 





E 


应 用 引 理 6.8.1 及 引 理 6.8.2 并 注意 估计 式 n 一 pm <n 立刻 推出 : 


[neo (n&)]' co (es) E n? +0 (ni) 



































^ 2 T+ OG) \n og) 
E sin +O (1). 
因为 
lim ls na o() = +00, 
所 以 
,lim An = +00 
Afi A e ABI. 























于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 
6.9 XT F.Smarandachet 242 85 — P [5] i 





对 任意 正 整 数 n, 著名 的 Smarandache 函数 S(n) 定义 为 最 小 的 正 整 
Bim 使 得 ”| m!l， 即 就 是 S(n) = min(m : m € N, nlml}， 这 一 函数 
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是 美 籍 罗马 尼 亚 著 名 数论 专家 F.Smarandache 教授 在 他 所 著 的 《Only 
Problems, Not Solutions》 一 书 中 引入 的 , 并 建议 人 们 研究 它 的 性 质 ! 
从 S(n) 的 定义 人 们 容易 推出 如 果 n = pt! ps? --- por 表示 n 的 标准 分 解 式 ， 
那么 S(n) = max {S(p;")}- 由 此 我 们 也 不 难 计 算出 S(n) 的 前 儿 个 值 为 : 
S(1) = 1, S(2) = 2, S(3) = 3, S(4) = 4, S(5) = 5, S(6) = 3, S(T) =7, 
S(8) = 4, S(9) = 6, S(10) = 5, S(11) = 11, S(12) = 4, 5(13) = 13, 
S(14) = 7, S(15) = 5, S(16) = 6, -> . 关于 S(n) 的 算术 性 质 , 许多 学 
者 进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 趣 的 结果 ! 例如 , Lu Yaming 及 乐 成 华 研究 
了 一 类 包含 5(n) 方程 的 可 解 性 , 证 明了 该 方程 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 . 即 
就 是 证 明了 对 任意 正 整 数 k > 2, 方程 























S(m; + ma +-+-+ my) = S(m) + Sm) t+ SM) 





有 无 穷 多 组 正 整数 解 (ma, ma, , mp). 
徐 哲 峰 [5] 获得 了 有 关 S(n) 的 一 个 深刻 结果 ! 也 就 是 证 明了 渐 近 公式 


2 2C (3) r? z3 
2, (50) -= P(n)) = E +0 EF 
其 中 P(m) 表 示 m 的 最 大 素 因 子 , C(s) 表示 Riemann zeta- A. 
HAKA] 研究 了 关于 Smarandache 函数 的 一 个 猜想 , 即 就 是 证 明 
了 当 n 为 某 些 特殊 整数 (例如 m 为 无 平方 因子 数 ) 时 , 和 式 


1 
2. Sij 














不 可 能 为 整数 . 

现在 我 们 令 PS(n) 表示 区 间 [1, n] 中 S(n) 为 素数 的 正 整 数 n 的 个 
数 .在 一 篇 未 发 表 的 文献 中 , TCastilo 建 议 我 们 研究 极限 tim EO iy 
存在 问题 . 如 果 存 在 确定 其 极限 . 这 一 问题 是 有 趣 的 ， 它 揭示 
了 Smarandache 函 数 5(m) 值 分 布 的 规律 性 , 同时 也 说 明 在 绝 大 多 数 情 
况 下 , F.Smarandache 函 数 S(n) 取 素 数值 ! 

然而 关于 这 一 问题 , 由 于 不 知道 从 何 下 手 , 所 以 至 今 没 有 人 研究 , 至 
少 我 们 没有 看 到 过 有 关 方 面 的 论文 . 本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研 
究 这 一 问题 , 并 得 到 彻底 解决 ! 具体 地 说 也 就 是 证 明了 下 面 的 : 
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定理 6.9 对 任意 正 整 数 n > 1, 我 们 有 渐 近 公式 


HO) cio 


显然 这 是 一 个 比 J.Castillo 问 题 更 强 的 结论 . 








推论 6.5 ”对 任意 正 整 数 n, 我 们 有 极限 
PS(n) 


l ——À — 


n——35oo TL 





定理 的 证 明 ”这 节 我 们 利用 初等 方法 给 出 定理 的 直接 证 明 . 首先 
我 们 估计 n — PS(n) WER. 事实 上 当 n > 1 Bf, 设 n = prp}. -pr R 
示 n 的 标准 素 因数 分 解 式 , 那么 由 函数 S(n) 的 定义 及 性 质 可 设 S(n) = 
S (po) =m: pi. io; — 1, 那么 m — 1 且 S(n) = p; ABM. Fa; 1, IB 
Am 1, 则 5S(n) 为 合 数 . 所 以 n — PS(n) AKA, n] 中 所 有 S(n) = 1 
及 S(n) 为 合 数 的 n 的 个 数 ! 显然 S(n) = 1 当 且 仅 当 n = 1. 于 是 令 M = 
Inn, 则 我 们 有 


n—PS(n) 214 5 1<1+ M 1+ > 1 (639 
k<n S(k)<M kp? «n 
S(k)=S(p%), a>2 ap>M, a>2 


现在 我 们 分 别 估计 (6-39) 式 中 的 各 项 , 显然 有 
































kp? «n kp? Xn kp? «n MepsJ/n RS 六 pesn < 让 
ap>M, a>2 2p>M ap>M, a>3 ap>M, a>3 
n n n n n 
2 2 pue M. ao Du. sls 2n pa 
M cp<J/n psn pXyn pn 
ap>M, a>3 ap>M, a>p ap>M, 3<a<p 
n n n 
< 一 — TENE 
D > = 
pEZvm pEvm 
a>VM p»vV M, a>3 
M ee (6-40) 
Inn 2vM-1 M "ln 
对 于 (6-39) 式 中 的 另 一 项 , 我 们 需要 采取 新 的 估计 方法 . 对 任意 素 











Hip < M, &o(p) = [AS], 即 就 是 a(p) RAR AS 的 最 大 整数 . 
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设 u = [[ »9. 对 任意 满足 S(k) < M 的 正 整 数 k, 设 S(k) = S(p), JU 


p<M 


HSO) 的 定义 一 定 有 pe|ag 从 而 a < X [7| < A. pice 
jd 








JES(k) < M 的 正 整数 F 一 定 整除 wu， 而 这 样 6 的 个 数 不 会 超过 w 的 正 因 
数 的 个 数 , 即 就 是 4(u). 所 以 我 们 有 


y ts) = [I +o) = IT (1+ |.) 


zj 
p<M p<M ? 








S(k)<M 
= exp (x In (1 + EA) (6-41) 
p<M 
其 中 exp(y) — e". 
由 素数 定理 的 两 种 形式 (参阅 文献 [67] 及 [11]) 
M M M 
np 2 na (i) Tra +o(; uj 
可 得 
M 
(p exeo 
x I 2 了 一 1 
= ` [into - 1M) inp (1- -) 
p<M p 
< m(M)-In(2M) 一 ` lnp + »3 : 


= rA - co (zr) -0 (2) (6-42) 


注意 到 M = Inn, 由 (6-41) 及 (6-42) 式 立 刻 得 到 估计 式 : 








3 1<exp (=) (6-43) 


InInn 
S(k)<M 


其 中 c 是 一 个 正常 数 . 





99 


Smarandache 未 解决 问题 研究 











注意 到 exp (£2) < 4, 于 是 结合 (6-39), (6-40) 及 (6-43) 式 立刻 推 
出 估计 式 : 
n-PS(n)-14 Ð 1-0(—) 


k<n 


S(k)-S(p"), a22 


所 以 
PS(n) =m+O (=>) 


lan 
于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 


6.10 ”两 个 新 的 算术 函数 及 其 均值 























对 任意 正 整 数 n, 我 们 定义 两 个 新 的 算术 函数 fn) 及 它 的 对 侦 
函数 J(n) 为 : f(1) = Fin) = 1, Mn > IHn = pp? pp Ani 
标准 分 解 式 时 定义 为 : f(n) = max(ay, ag, +++, ox) 和 f(n) = 
min(a1, 2, 777, oj). 例如 f(1) = 1, f(3) = iL, f(A) = 2, 
f(6) = 1, F) = 1, f) = 8 f(9) = 2 700 = 1, 
£2) = 1, f(3) = 1, f(4) = 2, f(5) = 1, f(6) = 1, f(7) = 1, f(8) = 3, 
f(9) =2, f(10) =1, …. 显然 这 两 个 函数 是 Smarandache 可 乘 函 数 ， 即 
对 任意 的 正 整数 m, n, A (m, n) = 1, 则 我 们 有 

f(mn) = max(f(n), f(m)} 
f(mn) = min{ f(m), f(n)) 

关于 这 两 个 函数 的 算术 性 质 , 至 今 似 乎 没有 人 研究 , 至 少 我 们 现在 没 
有 看 到 过 有 关 文 献 . 本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 和 解析 方法 研究 这 两 个 
函数 的 均值 性 质 ， 并 给 出 了 两 个 有 趣 的 均值 公式 . 具体 地 说 ， 我 们 证 明 
下 面 的 : 

定理 6.10 ”对 任意 实数 x > 1, 我 们 有 渐 近 公式 


Y (f(n) - 1)? = 如 十 O(zite) 


nír 






































= (k — 1)? pl 4 ob x 、 ax = 米 
其 中 b = 2 a e 为 常数 ，e 为 任意 给 定 的 正 数 ， 
k—2 p 


C(s) 9 Riemann zeta-PA Zt. 
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定理 6.11 ”对 任意 实数 x > 1, 我 们 有 渐 近 公式 


3 1 1 
2, (Fn) = 1) = ES +O (zi In?) 























几 个 引 理 为 了 完成 定理 的 证 明 ， 我 们 需要 下 面 三 个 引 理 . 首先 有 




















引 理 6.10.1 设 p 为 一 给 定 的 素数 ， 对 任意 实数 x > 1, 定义 函数 
1， 若 n 的 素 因 子 的 指数 不 超过 E(k 为 任意 给 定 的 正 整 数 ); 
A(n) = 
0， 其 它 . 
则 我 们 有 渐 近 公式 


k[) 1 tte 
25 A(n) = ZR ME pot O(z3* ) 





nír 
(n,p)=1 


其 中 6 为 任意 给 定 的 正 数 . 














证 明 设 1(s) = 》 20) 则 由 Puler 积 公式 和 4(m) 的 定义 有 
iren 
A(q™ 1 1 1 
f(s) = IM Cn ee a 
一 q q 
q#p m=0 q#P 
no) 
= 
q#p l= y 
C(s) 1 1 1 





= (Ds 5p tpetywe 
(s) — p"(p-1) 
Ck + is) p*tDs-1 


FEA C(s) Riemann zeta- 函 数 . 根据 Perron 公 式 , 取 so=0, 了 全 =z b= 3 
则 可 以 推出 


1 fi es) 人 一 x? 
$3; A(n) = / w+o 人 (二 














T Oni Jap QE Ds) p 5 215 


101 


Smarandache 未 解决 问题 研究 





将 上 式 中 积分 线 从 3 + iT BS + TAB, 现在 来 估计 主 项 


ES 34iT C(s) p'*(p* En 1) rs re 
2mi Js ap C((K+1)s) p^ 05 —1 5 


这 时 ， 函 数 





(s) peir 
C((k + 1)s) pts 一 1 s 


在 s = 1 处 有 一 个 一 阶 极点 ， 其 留 数 为 zy 和 和 tx 所 以 


all 34iT Ji LiT d [^y prs(ps — 1) zs " 
3—iT 3 LT HiT iq qe i n Js) p**9s — 1 s 


f(s) — 




















- s 
i can nL) 
注意 到 
34iT tir sir T : n )s) A = 
il p'(p — 1) 
p 1 ice 
a A= qeeygm-p FO) 
(n,p)= 








ee 
引 理 6.10.2 设 B 是 所 有 Square-full 数 构成 的 集合 , 则 有 


CG) a S a 1 
Lis ay tt aay et +0 (2*) 

















nír 
nEB 


其 中 C(s) 为 Riemann zeta- 函 数 . 

















HERA 见 文 [20] 定 理 14.4. 


5|386.10.3 设 C 是 所 有 Cubic-full 数 构成 的 集合 , 则 有 
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其 中 NN 是 可 计算 的 常数 . 





WEBB 见 文 [25] 定 理 14.4. 

















定理 的 证 明 本 节 我 们 利用 前 面 的 引 理 来 完成 定理 的 证 明 . 对 任意 
的 正 整 数 n > 1, Xn = ph ps?--- pr", A 为 所 有 无 平方 因子 的 集合 , BA 
至 少 含有 一 个 素 因 子 的 指数 > 2 的 整数 之 集合 , C 为 所 有 素 因 子 的 指数 
不 超过 k 的 整数 构成 的 集合 . 

对 于 定理 1, 我 们 有 


ydo- 2 SOF) -1* n 


nz nc NT 
ncA nceB 


























“in € A, MAMELI MY ^ (f(n) -1? = 》 -1y = 0, 


nír nc 





n€A neA 
“in € B, Wf(n) =k, p 为 k 所 对 应 的 素 因 子 , 结合 引 理 6.10.1 我 们 有 


0-235, P, (RI)? 











ncc nz 
nEB f(n)=k, neB 
-5 X ew 
pk <a ne 
k22 (n, p)=1, neC 
2e 1  p-1 a \2té 
= k — 1Y, E40 (=) 
24 ) 2 C( + 1) PR+1 ep ( pk 








c. (k= 1)? p-1 igi 
" EFT) 2, pay +O (98) 








fes p 
_ kl pal pi Lie 
= T2 (KI) [Eg 5 rh) +06 
pork 
g «M cer) pio) 
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注意 当 k > 2 时 ， ro en pe perry EA, 故 有 


p-1 








2 (f(n) - 1? = bz +O (a?**) 





zeta- Pk AL. 




















于 是 证 明了 定理 
现在 我 们 来 证 明定 至 








,6 为 任意 给 定 的 正 数 , C(s) 为 Riemann 


6.10. 

















86.11. 设 B 是 所 有 Square-full 数 构成 的 集合 , CE 


所 有 不 属于 B 的 整数 构成 的 集合 , D 是 所 有 Cubic-full 数 构成 的 集合 . 由 引 












































于 是 有 





























理 1 和 引 理 6.10.2 及 注意 到 当 n 含 有 任意 素数 的 一 次 方 罕 时 , f(n) — 1 = 0, 


Fm-D) + OR 


NT nc 
ncB nec 
> Fw- +o FO) - 
NT nx 
ncBND nEeD 
》 1-》1|+0 Y (Bs -1) 
In2 
nr nzxz nzz 
ncB ncD ncD 
In x 
| 
ncB nEeD 
e) 


于 是 完成 了 定理 6.11 的 证 明 . 
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Ste 一 些 与 Smarandache 问题 相关 的 译 


X 





本 部 分 我 们 翻译 了 近期 国外 学 者 对 Smarandache 问题 研究 的 一 些 重 
要 结果 及 其 应 用 , 译 者 为 刘 艳 艳 , 王 锦 瑞 , 杨 衍 婷 等 同学 . 在 此 , 我 们 衷心 
感谢 这 几 位 同学 对 本 书 所 做 的 大 量 有 益 工 作 . 
7.2 “利用 Smarandache 方法 求解 委 番 图 方程 cz 一 
by? +c=0 











我 们 考虑 方程 : (1) az? — by? +c = 0, 其 中 a,b EN Hee Z. ix 
是 Pell's 7j Fix? — Dy? = 1 的 推广 . 这 里 , 我 们 指出 : 如 果 这 个 等 式 有 整数 
解 并 且 a .5 不 是 完美 平方 数 , 那么 (1) 式 有 无 限 多 个 整数 解 ; 这 样 我 们 用 
原始 方法 给 方程 的 整数 通 解 (zy, Yn) 找到 一 个 闭 的 表达 式 . 并 且 我 们 把 
它 推广 到 任意 包含 两 个 未 知 数 的 二 次 丢 番 图 方程 . [这 篇 文章 于 ”Gaceta 
Matematica”, Volumen 1, Numero 2, 1988, pp.151-7. 被 Francisco Bellot 
Rasado 教授 翻译 为 西班牙 语 : .Un metodo de resolucion de la ecuacion 


diofantica..] 
































7.2.4 “方程 cz2 — by? + c= 0 的 求解 


如 果 ab = k? 是 完美 平方 数 (k e N ) 等 式 (1) 至 多 有 有 限 整数 解 ， 
为 (1) 式 可 改写 为 : (2) (az — ky)(ax + ky) = —ac. WR (a, b) NEC, 则 
ER Ay FETCH. 


WEBB WR) 式 有 很 多 整数 解 . 设 (zo,yo), Gn vi) 为 (1) 式 最 小 的 整 
数 解 且 0 < zo < zi. 我 们 建立 一 个 循环 序列 (3): 





























Tn+1 edis + Pyn; 
Ynt1 = ?72Znmn 十 OYn, 
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使 得 (3) 式 的 条 件 恰好 满足 (1) 式 . 其 条 件 为 : 
| aaß = byó (4); 


aa? — by? =a (b) 
aß? — b8 — —b (6), 


Ha, 6,7,8 为 未 知 数 . 
我 们 从 (5) 式 和 (6) 式 中 分 别 拿 出 a2, 8? sepe asia, 82, 将 会 
得 到 (7): a0? — by? = a. 
我 们 再 从 (5) 式 中 减 去 (7) 式 便 可 得 到 





acá (B) 
代替 (4) 式 中 的 (8) 我 们 得 到 : 
Baty (9). 


接着 , 我 们 代替 (5) 式 中 的 (8),， 以 及 (6) 式 中 的 (9) 
我 们 可 以 得 到 相同 的 方程 : 


ao? — by? =a (10). 


因为 我 们 只 考虑 正 整数 解 , 我 们 取 





b 
Ln+1 = Q0Zm + a Yn 
Ynt1 = Yoln 十 Qn; 








其 中 (ao, yo) 是 (10) 式 的 最 小 的 正 整数 解 使 得 ar 0. 


设 
b 
d s Co z0 
Yo Qo 


当然 , 如 果 (z y) 是 (1) 式 的 一 个 整数 解 , 那么 


(7) 
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是 另 一 个 解 , SEP AT? 是 矩阵 4 AEB, 即 4471 = ATHA = (RARE 
KE). 于是, 如 果 (1) 式 有 整数 解 , 则 一 定 有 无 限 多 个 . 等 式 (1) 的 正 整数 通 








WEE (m, y.) = (| tn |. | Yn |)- 


(GSi): 





利用 转换 公式 Ao = I, A-* = A-1.… A-1 Ak 个 4-! 相 乘 . 在 问题 中 我 


们 最 好 记 (GS) 为 
85 — qn To 
Yn Yo 


ny = An Xo 
Un Yo 


由 reduction ad absurdum 我 们 可 证 明 , (GS2) 是 (1) 式 的 正 整数 通 解 . 
(u,v) 为 (1) 式 的 一 个 正 整 数 特 解 . 如 果 存 在 ko € N: 


(GS2) 表示 











或 者 存在 kl © N*: 


于 是 (u,v) e (G52). 与 此 矛盾 的 是 , 我 们 计算 可 得 


Ui 
(uipi, Ui) = A7 | ) 
Ui 


其 中 i = 1,2,---, wo =u, vo =v. 显然 对 所 有 的 i, 我 们 知道 wij1 < 
ui, 注意 到 zo < uio < 21, 又 有 0 < uio < xo, 这 是 不 可 能 以 
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显然 我 们 有 





Gs,{ 7" Jom 7o 
Un EYo 
其 中 n € N,e=+1 


现在 我 们 把 通 解 (G53) 转换 成 团 的 形式 ， 设 和 为 实数 . Det (A 一 
AI) = 0 包括 两 个 解 X 和 两 个 向 量 Vi, (例如 : Av; = Avi, i € 1,2). 








注意 到 , 
gl | € M2(R) 
v2 
于 是 
PAP = XE 
0 Xs 
那么 


如 -PP | A 0 ) 
0 À2n 
把 此 式 代 入 (G53) 中 可 找到 (G53) 的 闭 表达 式 . 
举例 1. WEE AT Fe? —3y? = 5 可 得 
mi E er o2 
y] \4 5 3 
HA2 =5 + 2V6, v12 = (V6, 2) , 对 任意 的 ne N, tz, fly, I 
闭 表达 式 : 
| EET EN PETIT E 








4 
3 2V6 3e — 2V 6 
= 一 V6 € V6 05 - oven, 


6 
2. 对 等 式 z? 一 3y? = 0, 其 整数 通 解 为 : 


£n = (2+ V3)" + (2 — V3)"; 
24 V3) + (2 — va"). 


(5 + 2/6)" + 











m=z 
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其 中 a, b,c E Z. 如 果 ab > 0 等 式 至 多 有 有 限 多 个 整数 解 . 我 们 很 容易 给 


出 例 


对 任意 的 n, 即 就 是 (2, 0), (4,2), (14,8), (52,30) ---. 


留 给 读者 的 例子 解决 丢 秋 图 等 式 : 





3. x? — 123? +3 — 0. 
注 : 
tn [T 
Yn a 2 
4. z^ = 6y? — 10 = 0. 
iE: 
In \ _ 5 
PIRE 


5. x? — 12? —9=0. 
注 : 


推广 ”如 果 f(z,y) = 0 是 有 两 个 未 知 数 的 二 次 丢 番 图 方程 , 通过 线 
性 转换 可 变 成 





(12: ax*+by?+c=0. 


T: 
7. 丢 番 图 方程 


(13) 9z? + 6xy — 13y? — 6x — 16y + 20 = 0 


能 转换 为 


(14) 2u? —7u? +45 — 0, 


(15) u=3r+y-1 


我 们 求解 (14) 式 . 
BH: 








v 二 2y 十 1. 
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n41 = 15un 28Un; 
Ux vim Q9 


其 中 (wo, (uo) = (3, 36). 


第 一 个 结论 : ”通过 归纳 我 们 可 证 明 : 对 任意 的 n € N 我 们 有 w 是 奇 
数 , Hun Mun 都 是 3 的 倍数 对 第 n 十 1 个 , 我 们 有 : Ungi 8un + 15v, = 
even + odd = odd , “Zunyi, Unyi 是 3 的 倍数 因为 un, Un 也 是 3 的 倍数 . 
于 是 , 存在 zw Yn 是 整数 , 对 任意 的 n € N, 由 (15) 式 可 得 : 








2u, — Un 4-3 
E Ls (17) 
Un — 2 








现在 我 们 知道 (GS3) 对 (14) 式 是 闭 的 , 由 (19) 式 的 方法 便 可 推导 
出 (13) 式 的 通 解 . 








第 二 个 结论 : “对 (13) 式 的 另 一 个 (G.S3) 的 表达 式 我 们 可 得 到 , 如 
用 (16) 式 并 且 通 过 计算 , 我 们 得 到 (18): 


Tee ye = 
Xn] = In 3 Yn 3 ， 


yn+1 = 127n, 十 19 + 3. 


HF (zo, yo) = (1, D)or(2, 2). 


设 
52 11 
11 * = 
A= 12 19 3 
0 0 1 
那么 
De 1 
Yn = A" 1 (19) 
1 1 
其 中 m e N. 
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由 (18) 式 我 们 总 会 有 yw41 = Yn = yo = ++: = 1(mod3), 于 是 zw € Z. 
当然 , (19) 和 (17) 于 (13) 式 的 通 解 是 等 价 的 . 








更 多 推广 : “这 种 方法 可 以 推广 到 丢 番 图 方程 


Das =b (20), 


其 中 所 有 的 ai,b€ Z. 
如 果 uioj >0,1<i<j <n, 等 式 (20) 有 有 限 个 解 . ME, 我 们 假设 
存在 io, jo < 其 中 az0 “ajo < 0. 类 似 的 ， Xm e N . 我 们 定义 一 个 


循环 序列 : . 
= » <h<n 


25 (a9, --- ,209) 为 (20) 式 的 最 小 的 正 整数 解 . 用 它 来 代替 (20) 式 中 
的 (21) 式 , 确定 系数 并 寻找 m2, 未 知 数 qj, 1 <i, hx n. GRAS ER 
AR, 但 可 以 通过 计算 机 计算 .) 应 用 同样 的 方法 , 但 是 计算 变 得 越 来 越 复 
杂 - 例如 计算 4A" 或 许 必 须 使 用 计算 机 . 

(读者 可 以 试 着 解 丢 番 图 方程 ax? 十 by 一 cz2 十 d = 0, HFa, b,c € N*, 
d € Z). 












































7.3 N 个 素数 的 Smarandache 特征 








这 篇 文革 主要 给 出 了 对 于 N 个 素数 两 两 孔 素 , 同时 互 素 的 充分 必要 
的 定理 . 它 给 出 了 V. Popa’s 的 定理 (参见 文献 [80]), 以 及 I.Cucurezeanu’s 
定理 (参见 文献 [78| 中 的 165 页 ), Clement’s 定理 ，S.Patrizio’s 定理 (参见 
文献 [79]) 等 等 . 特别 地 , 这 个 推广 的 定理 给 出 了 对 于 两 个 素数 , 四 倍数 个 
素数 的 不 同 特征 . 

很 显然 我 们 知道 有 下 面 的 结论 : 

























































































5187.1 4A, BRAK ARS. 那么 : 


AB = 0(modpB) & A = 0(modp) = — 
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5187.2 (p,q) ~1, (a,p) ~ 1, (b, q) ~ 1. 那么 : 


A = 0(modp), B = 0(modg) 
€» aAq + bBp = 0(modpq) 
bB 
€ aA+ T = 0(modp) 


- + pn = 0(modp) 
q 


WEAR 对 于 第 一 个 等 式 , 我 们 有 4 = Kip, B = Ko, HPK, Ko € Z, 
所 以 有 








aAq + bBp = (ak, + bK2)pq. 





RRA: aAq+ bBp = Kp, PK € Z, 它 使 得 aAg = O(modp), 
bBp = 0(modq), 但 是 从 假设 我 们 可 以 知道 


A = 0(modp), B = 0(modq). 


第 二 个 和 第 三 个 等 式 可 以 由 引 理 7.1 得 知 . 
通过 相 乘 我 们 可 以 把 这 个 引 理 推广 到 




















引 理 7.3 Ap Pn 是 两 两 互 素 的 整数 ， 并 且 令 al,…: ) an 是 使 
得 对 于 所 有 的 i, (aj pi) ~ 1 的 整数 . 则 有 : 


41 三 0(modpl) ,4 三 0(modpn) 


P 2 QiPi P 
—: = 0(mod— 
e D D m (mo p) 





Yahi [[ p; = 0(modpi --- pn) 
i=l jzi 


k QiPi " 
HPP =p p fDEpUu—t^BT,e 》 “是 一 个 整数 . 


jeg xv 


从 最 后 一 个 引 理 我 们 立即 可 以 得 到 一 个 推广 的 定理 : 
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定理 7.3 
Ari, t Fn, Q1,° 








Api l LiL n1 <j< mi 是 两 两 互 素 的 整数 
,an 是 使 得 对 于 所 有 的 i, a; 与 ri 是 互 素 的 整数 

我 们 考虑 下 面 的 几 种 情况 : 

(i) Daye 











pu, 同时 互 素 当 且 仪 当 c; = o(modr;), 对 于 所 有 的 i 
WA: 数 pij,1 <i<n,1l1<j<mi 互 素 当 且 仅 当 





其 中 已 = [| r; 5D ÆR 的 一 个 因子 . 
i=l 























注意 : 通常 在 条 件 (中 , Br T T] pu, 或 者 是 它 的 一 个 因子 , 在 这 
j=l 
种 情况 下 推广 的 定理 之 间 关系 就 成 为 : 























P Ci P 
D. : = 0(mod—) 
= II Dij 
j=l 
其 中 PP = ll pi; 和 DD 是 P 的 一 个 因子 . 
ij=l 
推论 ”我们 很 容易 得 到 最 后 一 个 关系 等 价 于 
dici: >, — = 0(modP) 
= II pij 
j=l 
而 且 
QiCi 
i |] pi; 
j=l 
是 一 个 整数 , FF. 
从 推广 的 定型 






































里 有 很 多 变量 通过 对 参数 a],…. , an 与 71,: 
以 及 HRG, 
数 . 





中 对 于 数 的 限制 是 很 广 的 , 因为 如 果 有 两 个 不 互 素 的 
数 , 则 人 至少 从 这 些 不 互 素 的 数 里 有 一 个 使 得 ma 十 … 十 7nn 可 能 不 互 素 . 
推广 的 定理 








… ,Tn, DAE, 
,cn 的 表现 为 要 么 是 一 个 素数 要 么 同时 是 许多 其 他 的 素 
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我 们 可 以 从 定理 (C; 的 情况 ) 开 始 , 这 个 定理 主要 体现 为 得 到 一 个 
素数 [4 WWilson, Leibniz, Smarandachel81], 或 (p 是 一 个 素数 
4 HAL 24 (p — kk — D! — S O(modp) 2, Xp» k > Lh X 
E, 最 好 取 k = | 其 中 |z| 表 示 不 超过 x 的 最 大 的 整数 ,目的 是 使 
得 (p — k)(k 一 1)! 是 最 小 的 ], 通过 运用 推广 的 定理 , C; 的 情况 , 以 同时 出 
现 很 多 素数 为 特性 . 然后 , 从 Ci, C; 的 情况 , 再 用 推广 的 定理 , 我 们 发 现 
一 些 新 的 情况 0;, 以 同时 出 现 很 多 素数 为 特性 . 类 似 地 , 我 们 继续 可 以 用 
这 种 方法 . 

注意 : 

Sm; = 1, C; 表示 Simionov’s 定理 对 于 所 有 的 i. 

(a) WRD = 1, 得 出 V.Popa's 定理 , 这 生成 于 Cucurezeanu's 定理 ， 
最 后 一 个 生成 于 Clement's 定理 . 

(b) WRD = E 方便 地 选取 参数 ai ki, 其 中 i = 1,2,3, 它 可 以 得 
HES. Patrizio’s 定理 . 


一 些 例子 ; 


令 p1,p2,… ,pn 表示 大 于 1 的 正 整数 , 并 且 两 两 互 素 ， 其 中 对 于 所 有 
的 i, 1 < ki € pi. ABA: 
D1;p2,"… ,pn 同时 互 素 当 且 仅 当 


































































































n 


(T) Y (i — Bk — 1)! — (708) [oi = 0( mod pipz- +- pn) 


i=1 jzi 








(U) NECS i =0( mod pipa p) 
或 者 
Y [(pi — k)!(; — 1)! — 7D] p; 
(V) E = 0(modp;) 
Di 
或 者 
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是 一 个 整数 . 


男 一 个 相关 的 例子 (用 [82] 中 第 一 个 定理 ): p 是 一 个 素数 且 是 正 整 数 
当 且 仅 当 





























(p — 3)! — p = 0(modp) 


= O0(modpi) 





» [(pi - 3! - 2] pi 


j=l Pi 





奇数 p 与 p 十 2 是 挛 生 素数 当 且 仅 当 





(p — 1)\(3p + 2) + 2p + 2 = 0(modp(p + 2)) 





或 者 
(p — 1)\(p — 2) — 2 = 0(modp(p + 2)) 
或 者 
(p—1)-1 | 2(p— 1)! 4 1 
十 
D p+2 
是 一 个 整数 . 

















李 生 素数 特征 不 同 于 Clement’s 定理 ((p 一 4+p+4 三 0(mod (p(p+ 
2))). 


令 (p,p 十 有 ~ 1, BA: p 与 p k 同时 是 素数 当 且 仅 当 这 不 同 
于 I.Cucurezeanu’s 定理 (参见 文献 [78], Pres: 





k- kl[(p — 1)! + 1] + [k! — (—1)*]p = 0(modp(p + k)) 


看 素数 四 倍数 p,p 十 2,p 十 6,p 十 8: 


(p-1!4-1. (p—V!2!4+1  (p—-1)6l 1 (p—DI!8!41 
十 十 十 
p p+2 p+6 p+8 


是 一 个 整数 . 
对 于 两 两 互 素 的 整数 p 一 2,p,p +4, 我 们 有 下 列 关 系 : 


p[(p — 3)!+ 1] 4 Piet 3)! 1 
p-2 p+4 








(p— 1) 4 = —1(modp) 
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iX ^^ [H]- T S.Patrizio'sx P 


8(p--3)!  4(p —3)! 
三 一 11 . 
om 十 p-2 (modp) 





7.4 Smarandache 素 数 等 式 猜想 的 三 个 问题 


Smarandache 提 出 了 以 下 猜想 : 
对 任意 k > 2 的 整数 , 丢 番 图 方程 
y 一 27172 -Lk + 1 


有 无 穷 多 个 解 , 其 中 y 和 zx; 都 是 素数 , i =1,2,--- , k. 

该 猜想 看 起 来 是 正确 的 , 但 还 有 待 进一步 研究 . 因为 众所周知 , 素数 
分 布 中 还 有 许多 具体 问题 尚未 解决 . 
因为 2 是 最 小 的 素数 , 故我 们 考虑 该 问题 的 一 种 特殊 情况 , 即 研究 









































Pm = P1P2°**Pn +1 


的 解 , 其 中 pi = 2, pi < po < < pr, m» mn. 
由 计算 知 前 几 个 值 为 : 








2+1=3, 
2x3+1=7, 
2x3x5+1=31, 
2x3x5x7+1=211, 
2x3x5x7x 11 +1 = 2311, 
易 见 这 几 个 值 都 是 素数 , 但 这 只 是 特殊 情况 . 
问题 1.84: 找 出 所 有 n 值 使 得 等 式 





Pm = pipa: pan +1 (7-1) 


AŽ, 其 中 pi 是 素数 ， pel 2,59, 4lm > n. 
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1 PM 
问题 1.85: 求 当 m = 2n, m=n?,m= nn ) 时， 上 述 方程 的 所 
有 解 . 
问题 1.86: 求 
y? 一 27172 ql (7-2) 


的 所 有 解 ， 其 中 为 使 得 v172.… zk 乘积 最 小 的 正 整数 ， 并 讨论 对 任意 的 
ERK, 该 方程 是 否 存 在 解 . 


7.5 “与 Andrica 猜想 相关 或 对 Andrica 猜想 推广 的 


六 个 Smarandache 猜想 


我 们 用 下 面 几 个 例子 来 列举 关于 几 对 连续 的 素数 的 六 个 猜想 . 

1) 方程 p? jj —p2 =1 (1), 在 0.5 和 1 之 间 有 唯一 的 解 . 

其 中 p。 是 第 n 个 素数 . 检验 前 168 个 素数 (小 于 1000), 有 人 得 到 : 

—4n = 1 时 , 有 最 大 解 z = 1. 即 就 是 : 3" 一 27 = 1. 

—n = 31 时 , 有 最 小 解 z = 0.567148... = ao (2). 即 就 是 : 127° 一 
113* = 1. 

iX FÉ Andrica 猜想 

















An = VPn+t — Von < 1 

推广 为 : 

2) Bn = Paai— Ph < 1 (3). 其 中 4a < ay. 
值得 注意 的 是 在 Andrica 猜想 中 , 当 11” — 7* = 1 时 是 x 没有 最 小 值 ， 
但 是 在 例 (2) 中 当 ao = 0.567148 . . .时 却 会 有 最 小 值 . 

在 Andrica 猜想 中 , (3) 式 的 函数 BB 是 无 限 接近 (2) 式 的 . 

观察 如 下 图 表 中 中 解决 的 素数 贤 方 程 (近似 地 :素数 差 值 越 大 等 
式 (1) 的 结 越 小 ; 对 于 同样 的 素数 差 值 , 素数 越 大 , AERA): 

37 一 27 = 1, 的 解 为 z = 1.000000. 

5; 一 32 = 1, 的 解 为 xz ~ 0.727160. 

7, 一 5x = 1, 的 解 为 z ~ 0.763203. 

ll, 7, = 1, 的 解 为 z ~ 0.599669. 

13, — 11, = 1, 的 解 为 z ~ 0.807162. 
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17, — 13, = 1, 的 解 为 z ~ 0.647855. 

19, — 17, = 1, 的 解 为 x ~ 0.826203. 

29, 一 23, = 1, 的 解 为 z ~ 0.604284. 

37, 一 31; = 1, 的 解 为 z ~ 0.6297224. 

97; 一 89, = 1, 的 解 为 z ~ 0.638942. 

127, — 113, = 1, 的 解 为 z ~ 0.567148. 

149, — 139, = 1, 的 解 为 x ~ 0.6297224. 

191, — 181, = 1, 的 解 为 z ~ 0.643672. 

223, 一 211, = 1, 的 解 为 x ~ 0.625357. 

307, — 293, = 1, 的 解 为 z ~ 0.620871. 

331, — 317, = 1, 的 解 为 z ~ 0.624822. 

497, — 467, — 1, 的 解 为 z ~ 0.663219. 

521, 一 509, = 1, 的 解 为 z 0.666917. 

541, 一 523, = 1, KHH ~ 0.616550. 

751, — 743, = 1, 的 解 为 x ~ 0.732707. 

787, — 773, = 1, 的 解 为 x ~ 0.664972. 

853, 一 839, = 1, 的 解 为 z ~ 0.668274. 

877, 一 863, = 1, 的 解 为 z 0.669397. 

907, 一 887, = 1, If 7g ~ 0.627848. 

967, 一 953, = 1, 的 解 为 z ~ 0.673292.. 

997, 一 991, = 1, 的 解 为 z ~ 0.776959. 

如 果 z > ao , HEREBY A TA A UR AR VUA EA 1B. 再 进 
一 步 检 验 : 

30.99 — 20.99 ~ 0.981037. 

119-99 — 70-99 ~ 3.874270. 

110-60 — 70-60 ~ 1,001270. 

11999 — 70-99 ~ 0.963334. 

119-55 — 70-55 ~ 0.822980. 

119-50 — 70-50 ~ 0.670873. 

3890-99 — 3830.99 ~ 5.596550. 

119-599 _ 70-599 ~ 0.997426. 

170-599 — 130-599 ~ 0.810218. 

370599 — 310-599 ~ 0.874526. 

1270-599 = 1130-599 ~ 1,230100. 

9970-599 — 9910-59 ~ 0.225749. 

















118 


第 七 草 一 些 与 Smarandache 问题 相关 的 译文 





12705 — 11395 ~ 0.639282. 

3) Cn = pia 一 PR < 之 2 ,其 中 pi 为 第 "个 素数 , Hk > 2 为 整数 . 
113 — 73 ~ 0.670873. 

113 — 73 ~ 0.1945837251. 

115 — 75 ~ 0.1396211046. 

1275 — 1135 ~ 0.060837. 

33 — 23 ~ 0.317837. 

33 — 23 ~ 0.1823285204. 

53 — 33 œ 0.2677263764. 

73 — 53 ~ 0.2029552361. 

113 — 73 ~ 0.3110489078. 

133 — 113 ~ 0.1273545972. 

173 — 133 ~ 0.2199469029. 

373 — 313 ~ 0.1908411993. 

1273 — 1133 ~ 0.191938. 

4) Dn = pt4,—pi< + (4) 对 有 限 多 个 连续 素数 成 立 . 

其 中 a < ao Hn ÆA, n = n(a). 

a) 对 a < 1 式 子 是 否 仍然 成 立 ? 

b) 是 否 存 在 取决 于 a 和 n 的 no 使 得 对 所 有 的 n > no (4) 式 都 成 立 ? 
几 个 例子 : 

50-8 — 30.8 ~ 0.21567. 

708 — 50-8 ~ 1.11938. 

1195798 ~ 2 06621. 

12798 — 11398 ~ 4.29973. 

30795 — 2939-8 ~ 3.57934. 

99795 — 99195 ~ 1.20716. 

5) PE < 5/3 (5), in = 2 时 有 最 大 值 . (两 个 连续 素数 的 比值 是 














有 极限 的 , HEP gan 可 以 取 无 限 大 的 值 .) 














6) 然而 , 2-—— < 1/6, 当 n = 1 时 有 最 大 值 . 


? Pn Dn-1 一 


Christianto-Smarandache 在 经 济 学 中 的 聚 
商场 理论 


在 这 篇 文章 中 我 们 提出 了 一 个 新 的 理论 一 聚 商场 理论 . 





























2008 年 5 月 3 日 , 我 们 在 Google 搜 索引 擎 中 没有 搜 到 任何 关于 它 的 结果 ， 
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所 以 我 们 在 此 是 第 一 次 介绍 它 . 

聚 商场 理论 CPoly-emporium Theory) 词 源 来 自 于 :Poly 译 为 “ 许 
多 ”, emporium 译 为 “销售 门类 众多 的 商品 的 贸易 中 心 ”, 因此 聚 商 
场 理论 是 研究 各 种 大 小 公司 在 市 场 中 的 相互 作用 的 学 说 . 

A di 32 SE Y6 5; XE sc XEM IRI, 因为 它 还 包括 了 对 小 公司 的 思 
考 (不 只 是 大 公司 主导 市 场 的 朝 头 垄断 ), 聚 商 场 认 为 市 场 的 真实 情况 是 
K, 小 公司 共同 存在 并 或 多 或 少 相 互 作用 . 

首先 我 们 来 介绍 的 双 头 卖主 垄断 理论 是 A.Cournot(1801- 
1877) 在 1838 年 提出 的 由 两 个 公司 在 市 场 中 共同 主 载 和 相互 影响 的 理 
ie. 

在 Cournot 的 模型 中 , 如 果 一 个 公司 改变 了 自己 的 产量 , 那么 另 一 个 
公司 也 会 相应 的 改变 它 的 产量 . 最 后 两 个 公司 的 产量 同时 达到 一 个 平衡 
点 

1883 年 , 在 由 Joseph-Bertrand (1822-1900) 设计 的 Bertrand 双 头 卖 
主 垄 断 模型 中 , 如 果 一 个 公司 改变 了 他 的 价格 , 第 二 个 公司 也 会 跟随 , 最 
终 两 个 公司 会 达到 一 个 他 们 都 预期 好 的 价格 平衡 . 

两 个 模型 像 两 个 相似 的 数学 数列 逐渐 地 趋向 相同 的 极限 . 

Bertrand 的 模型 因为 它 忽 略 了 生产 成 本 和 新 公司 的 进入 而 被 批评 . 

JE3L s E 2E MEM MALEATE, 由 少数 销售 公司 控制 的 市 
场 . 在 很 大 程度 上 这 些 公 司 之 间 的 相互 作用 制定 了 高 而 且 刚 性 的 价格 . 
一 个 完全 的 寡头 卖主 垄断 中 , 所 有 的 公司 生产 相同 的 产品 . ANSE SE 
头 卖主 垄断 中 , 所 有 的 公司 的 产品 是 有 区 别 的 , 但 在 本 质 上 是 相似 的 . 

Thomas More 先 生 〈1478-1535) 在 他 的 “乌托邦 ”理论 中 应 用 了 此 
定理 , 后 来 A.Cournot. 也 应 用 了 它 . 每 一 个 公司 在 它 的 市 场 份 额 中 可 以 作 
为 一 个 领导 者 , 或 者 他 们 相互 勾结 , 或 者 一 个 公司 制定 价格 , 其 他 公司 跟 
随 . 

EK EBA WEA EI KEE, 一 些 收购 公司 控制 着 市 
场 . 他 们 制定 低 而 且 刚性 的 价格 标准 . 

卡特 尔 通过 限定 生产 量 和 销售 来 左右 价格 . 但 是 它 的 影响 程度 不 及 
2BWre d SES SEE. 

刚性 的 价格 或 定价 管理 是 由 垄断 , ELEERI, 政府 组 织 和 卡特 尔 
所 制定 的 . 































































































120 


第 七 章 一 些 与 Smarandache 问题 相关 的 译文 





聚 商场 理论 


在 同一 个 市 场 中 , 生产 同类 产品 的 n 个 公司 , Fi Fo, Fan > 3, 如 何 
相互 作用 了 呢 ? 这 里 的 公司 可 以 是 企业 , 有 限 公司 , 独资 或 者 合伙 企业 . 

我 们 这 里 有 聚 商场 理论 的 3 个 例子 , 将 详 述 如 下 : 

1) 所 有 的 公司 都 很 强大 , 并 主 载 市 场 . 所 以 我 们 可 以 有 一 个 寡头 卖 
EZR We SEK EE. 

20 有 些 公 司 强大 , 并 占据 大 部 分 市 场 份额 , 而 其 他 公司 小 , 且 不 占 
主导 地 位 . 

在 这 种 情况 下 , 小 企业 正如 增长 极 理论 一 样 围 绕 一 些 大 型 企业 聚 
拢 (如 卫星 ), 其 他 小 公司 可 能 会 退出 竞争 . 

这 种 情况 还 包括 新 公司 进入 市 场 的 可 能 性 , 所 以 他 们 开始 于 小 规模 
投资 , 然后 成 长 起 来 . 

同时 , 如 果 大 公司 间 的 合作 成 功 淘汰 了 小 型 竞争 者 , BT AB SES SEE 
垄断 , 半 守 头 买主 垄断 控制 了 大 部 分 市 场 份额 , 但 不 是 整个 市 场 , 他 们 就 
都 有 可 能 导 臻 寡头 卖主 垄断 /寡头 买主 垄断 . 

小 公司 也 可 以 共 谋 合作 形成 大 的 公司 . 

3) 所 有 的 公司 都 很 小 , 他 们 都 不 可 主导 市 场 . 

在 数学 中 , 它 有 类 似 相互 作用 的 ”个 数列 . 我 们 需要 研究 他 们 的 极 
限 . 他 们 会 趋 于 相同 的 极限 吗 ? 

肯定 的 说 , 他 们 之 间 存 在 着 垄断 竞争 . 

WIZE, 每 家 公司 都 试图 在 市 场 中 占 文 配 地 位 , 以 防止 竞争 , 控制 价 
格 . 但 是 在 绝 大 多 数 资 本 主义 国家 , 垄断 是 非法 的 . 如 果 一 个 公司 , 不 是 
一 般 性 , 假定 太公 司 改变 了 产量 , BULL E, 公司 也 应 该 作出 反应 , 18 
则 他 们 将 失去 客户 . 

如 果 这 是 一 个 不 完全 竞争 , 即 市 场 中 有 大 量 卖家 和 卖家 生产 着 不 同 
的 产品 , 这 些 公司 间 的 相互 作用 小 于 其 在 一 个 完美 的 竞争 中 . 他 们 都 趋 
向 于 一 个 我 们 所 谓 的 多 平衡 . 就 像 数学 中 的 加 权 平 均值 . 

尽管 如 此 , 在 完全 竞争 中 , 如 果 他 们 为 众多 客户 生产 同类 的 产品 , 他 
们 的 相互 依存 关系 将 增加 .失去 平衡 的 公司 也 会 影响 到 其 他 公司 . 

如 果 先 进 的 技术 应 用 于 一 些 公 司 , 那么 他 们 产品 的 质量 就 会 提升 , 从 
而 导致 同类 产品 价格 的 下 降 . 

这 可 能 产生 理论 上 的 增长 极 , William Petty(1623-1687) 和 Francois 
Perroux (1903-1987) 所 阐述 的 , 核心 企业 作为 催化 剂 会 促使 小 公司 组 织 
起 来 . 产量 最 大 程度 的 增长 和 产品 质量 的 卓越 促使 这 些 公司 进 行 优化 管 
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这 是 买主 独家 垄断 , 从 而 一 个 单一 买方 主导 市 场 会 迫使 卖方 接受 买 
方 的 条 件 . 因此 , 在 这 种 情况 下 , 企业 们 在 买方 的 条 件 下 竞争 . 例如 , 如 果 
政府 控制 文化 经 济 , 就 会 出 现 政 府 制定 价格 的 情况 . 

在 合并 理论 中 , 如 果 许 多 公司 开展 合作 , 那 将 会 造成 大 家 类 似 的 产 出 
水 平和 价格 , 那么 其 他 公司 要 么 加 入 勾结 , 促使 封锁 或 垄断 控制 市 场 , 但 
在 资本 主义 国家 这 是 违法 的 , 要 么 他 们 也 可 以 通过 降低 价格 或 提高 生产 
技术 来 改变 其 产量 , 从 而 提高 产品 质量 . 

另 一 个 备 选 方案 是 个 体 企 业 组 成 他 们 之 间 一 个 相对 独立 的 合并 , 从 
而 达到 平衡 , 或 者 也 有 一 些 公司 的 混入 . 一 部 分 公 企 业 可 能 会 退出 市 场 ， 
而 新 的 企业 将 进入 市 场 . 

如 果 政 府 控制 文化 经 济 , 那么 工会 文化 工作 者 应 建立 制衡 机 制 . 由 于 
这 将 产生 由 单一 客户 和 单一 卖主 形成 的 市 场 垄 断 , 所 以 其 通常 关系 到 政 
府 的 职能 条 件 和 工会 工作 者 的 薪金 . 

市 场 的 动力 使 企业 在 一 个 永久 性 的 竞争 中 生存 , 竞争 意味 着 进步 . 

我 们 扩展 了 恩格尔 定律 1857 年 ) 和 文化 相关 的 定律 . 我 们 认为 用 
于 购买 食品 的 收入 比例 降低 可 以 看 作 是 个 人 收入 的 增加 . 
















































































随 着 个 人 收入 的 增加 , 用 于 文化 活动 的 收入 比例 减少 . 


个 人 收入 的 提高 加 快 了 文化 经 济 学 加 速度 的 产生 . 

此 外 ， 通 过 被 J.M.Keynes(1918 年 ) 完 善 (1936 年 ， 20 世 纪 60 年 
代 , 和 70 年 代 ) 和 后 来 被 James Tobin 改 进 (1918 年 ) 的 绝对 收入 假说 , 我 
们 得 到 了 的 绝对 收入 假说 适用 于 文化 经 济 学 : 随 着 收入 的 增加 , 文化 消费 
有 上 升 的 趋势 , 但 通常 它们 不 会 有 相同 的 增长 速度 . 

18 世 纪 的 绝对 优势 理论 陈述 了 在 一 些 特殊 领域 , 人 民 和 国家 的 贸 
由 于 已 经 超越 了 生产 , 变 得 不 适用 于 文化 经 济 学 . 同时 比较 优势 的 方法 也 
没有 取代 绝对 优势 理论 的 工作 . 因为 我 们 无 法 真正 比较 文化 . 

Robert Torrens(1780-1864 年 ) 和 David Ricardo(1772-1823) 开 发 的 比 
较 成 本 理论 , 都 有 一 个 比较 优势 的 特点 , 他 们 都 主张 国家 之 间 的 贸易 是 有 
AI], 因为 产品 的 多 样 性 ， 使 得 对 于 一 个 国家 更 有 效 , 另外 , 文化 经 济 学 
的 优点 来 自 于 文化 的 差异 . 文化 的 区 别提 供 了 更 好 的 机 会 来 发 展 文化 经 
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经 济 文化 是 娱乐 产业 的 一 部 分 , 各 种 系列 的 产品 取决 于 口味 , 广告 
好 奇 , 历史 , 多 样 性 和 特色 . 

最 有 趣 的 例子 是 第 三 个 . 其 中 的 所 有 n 个 公司 都 规模 小 , 他 们 不 主导 
市 场 . 让 我 们 看 看 , 例如 , 在 城市 里 一 个 靠 独立 经 营 的 许多 餐厅 网 络 , 他 
们 彼此 互动 很 少 , 他 们 不 同 的 质量 , 口味 , 距离 和 价格 使 他 们 之 间 的 差异 
很 大 . 

但 在 有 限 的 条 件 在 , 他 们 不 勾结 , 因为 每 个 餐厅 都 不 想 失去 自己 的 特 
E, 口感 . 他 们 不 能 形成 一 个 寡头 垄断 , 因为 由 于 人 们 口味 的 变化 周期 ， 
所 有 新 的 餐厅 都 很 容易 凭借 自己 的 特色 打 入 市 场 . 他 们 很 容易 形成 多 平 
衡 , 同样 对 国际 文化 经 济 , 每 一 种 文化 都 有 其 特色 , 也 正 由 此 来 吸引 游客 . 

一 般 情况 下 , 这 n 个 公司 最 终 趋向 于 多 平衡 , 并 在 平衡 点 停留 一 段 时 
la). 这 多 平衡 中 各 企业 趋向 于 它 上 自己 具体 的 分 平衡 . 

由 于 技术 , 政府 的 干预 , 战争 , 危机 , 公司 的 重组 , 客户 的 口味 和 偏好 
的 改变 , 这 种 多 平衡 会 定期 地 部 分 或 完全 破坏 , 但 随后 这 些 公司 又 会 再 次 
恢复 稳定 . 这 种 多 平衡 的 周期 是 一 种 自然 状态 , 因为 经 济 是 动态 的 , 他 们 
可 以 凭借 干扰 的 跳板 得 到 重新 恢复 ; 为 了 平衡 市 场 , 这 n 个 企业 必须 提高 
他 们 的 技术 , 结构 , 降低 生产 成 本 , 否则 他 们 将 逼迫 退出 竞争 . 罗马 谚语 
说 ”所 有 的 坏 是 为 了 好 “, 所 以 后 来 的 不 平衡 会 给 经 济 带 来 新 的 血液 . 

这 个 平衡 - 不 平衡 的 循环 周 期 会 不 断 地 重复 出 现 . 



















































































7.7 一 个 Smarandache 同 余 函数 


在 这 篇 文章 中 我 们 定义 一 个 函数 L, 这 个 函数 可 以 可 以 将 数论 中 的 
很 多 定理 得 到 非常 广泛 的 推广 . 例如 Wilson 定 理 ， Fermat zë £, Euler 定 


H, Gauss 定 理 , Lagrange 定 理 , Leibniz 定 理 , Moser 定 理 以 及 Sierpinski 定 


































































































7.7.2 ARNE 


设 p 为 一 个 奇 素数 , 令 集 合 4 = me Z|m= +p, 2p, HB < 
N*,m=+2%, a=0,1,2, Em =Q. 

令 m = ep? p, 其 中 e = +1, a; € Nx, py, ., pe 分 别 为 不 同 的 素 
数 . 
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我 们 建立 函数 L :2 x Z, 


L(z,m) = (£+ c1) +++ (E + esq) 


其 中 cu ceom) 为 模 m 的 简化 剩余 系 , o 为 Euler 函数 ， 
如 果 所 有 的 素数 p; 整除 zx Mm. 那么 : 
如 果 m € A, 则 


L(x,m) = +1(mod pict pi). 
如 果 m € A, 则 
L(z,m) = +0 (mod mi epe) : 
对 qd = p.p! 并 且 m = ™ 我 们 发 现 


L(a,m) = +1 + kd = k$m'(modm), 


TERS ko 构成 是 丢 番 图 方程 bzm — kid = +1 (记号 的 选择 是 与 4 中 
的 m 相对 应 的 ) 特 解 . 


























这 个 结果 推广 了 高 斯 定理 .(cl…':coom = £1(modm), 如 果 m € A, 
但 m z 4)， 相 应 的 这 个 结果 还 推广 了 Wilson 定理 (如 果 p 为 素数 , 那 
^ (p — 1)! = —1(modm)). 








HERA 下 面 的 两 个 简单 引 理 是 必须 的 : 





5|: 81. deo » Có(p?) 是 模 pe 的 剩余 系 , 其 中 p 为 整数 且 a € 
N*, 那么 对 任意 的 FE Z, B e N*, RAGA kp? + cl , kp? + coio) 
构成 与 p* 互 素 的 pe 的 剩余 系 . 很 显然 , 我 们 可 以 证 明 对 1 < i < o(p?) 我 
AVE kp? + ci 与 p* E. 


引 理 2. 如 果 c1,.… Cope) RAM 互 素 的 m 的 剩余 系 , p? 整除 mm 
Ep 不 整除 m, 那么 cl , Copa) 构成 模 pr HAR AOR). 


引 理 3. 如 果 c1,.…. ,cy(g) ASD LAMAR HARA, RAD 
Gly ,b+ Cola) 包含 一 个 模 g 的 剩余 系 O. 
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当然 , 因为 (5,g — b) = 1 那么 存在 一 个 c;o = q — b, 使 得 5 + c; = Mq 
(gq 的 乘积 ). 
由 以 上 的 引 理 我 们 有 : 


EHL Je(z,m/(pi^" ---pi,?*)) = 1, ABA 





(Z T c1) mE (x F Crem) ) = 0(mod m/ (pa? a 27 dir 


81284. 因为 c1.… Cym) = EL (modm), 那么 对 所 有 的 的 i, ime A 
或 者 m ¢ A LRA Cy Com) 三 土 1(modp?). 


引 理 5. 如 果 p; 整除 z 和 m， 那么 当 m eA Adm 4 A 时 
Al C1 +++ Cym) = Xl(modp?). 当然 , 从 引 理 2, 引 理 1 和 引 理 4, 我 们 有 


(x air c1) . (x + Co(m)) Edge) m +1(modp*"). 


从 引 理 5 我 们 可 得 到 : 





定理 2. 如 果 pil,…… ,pi 为 素数 , LAr, m, ARA (xtc) (e 
cg(m)) 三 ET modp*). 











从 定理 1 和 定理 2 我 们 知道 L(z,m) = £1 + kid = kom’, 其 中 a, k2 € 
Z. 因为 (dm ) = 1, 丢 秋 图 方程 izm — kid = +1 有 下 整数 解 (1, kz 为 未 
AIO). 于 是 后 = m t+ k? Fk? = dt + k9, t e Z, ELK9, ko 构成 方程 的 一 
个 特 解 . 因此 : 

















L(a,m) = +1 + m dt + k?(modm) 


或 者 
L(x,m) = k9(modm). 


7.7.3 ”应 用 











Lagrange 定理 推广 了 Wilson 定理 如 下 : Wp 为 素数 , 那么 


i?! — 1 = (z + 1)(z42)--(z-- p — 1)(modp); 
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我 们 将 用 下 面 的 方法 来 推广 这 个 结论 : 

对 任意 的 m A 0,44 RANA, Fr? + s? A 0, Mixhlm)+s — gs 
(z +1)(a+ 2)-+-(a+|m | —1)(modm), 其 中 mm。 和 s 可 以 从 下 面 的 运算 
rp fH: 





t = Todo; (xo, mo) =1 (7-3) 
m =modo; doZzl 
do —— didi; (di, mı) =1 (7-4) 
mo = m1d1; di 关 1 
ds_2 td. dud; (dis m-1) 91 (7-5) 
ms_2 =Ms-1ıds-1; ds-1 #1 
ds—1 = d; qdy (d 4, ms) = (7-6) 
ms_1 =Msds; ds z 1 





(参阅 参考 文献 [88], [89]). 对 任意 的 正 素 数 m, 我 们 有 ms =m, s = 0 
Hd(m) =m —1, 这 即 就 是 Lagrange 定 理 . 

L.Moser 阐述 了 如 下 的 定理 :“ 如 果 p 为 素数 , 那么 (p 一 1)la? +a = 
Mp”, 3t HSierpinski (参阅 文献 [87], P.57) 证 明了 : “如 果 p ARAL, HS 
4a? + (p—1)la= Mp”, 这 个 定理 则 是 Wilson, Fermat 定理 的 融合 . 

函数 去 和 上 面 的 运算 也 仍然 可 以 帮助 我 们 推广 他 们 , 于 是 : 如 果 a 
和 m 为 整数 , m A 0 且 c1,… ,cg(m) 为 模 m 的 剩余 系 , 那么 









































C1 Gg yaf net) — L(0,m)a? = Mm 


—L(0, m)a9m«*3 £c .. ` Coma? = Mm, 
或 者 ， 
(£x +c) (£+ na — L(z,m)a? = Mm 
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-L(z,m)a*n«*9 + (x +c) --- (2+ Cpm) la? = Mm, 






































这 个 定理 即 就 是 Fermat 定理 , Euler 定理 , Wilson 定理 , Lagrange 定 
理 和 Moser 定理 的 融合 . 
作者 仍旧 部 分 的 推广 了 Moser 定 理 以 及 Sierpinski 定理 的 结论 (参阅 
参考 文献 [91], 问题 7.140， PP.173-174), 于 是 :如果 m 为 正 整 数 , m F 
0,4, 且 a 为 一 个 整数 , 那么 (a™ — a)(m 一 1)! = Mm, 用 另 一 种 方法 使 
得 Fermat 定 理 及 Wilson 定 理 得 到 融合 . 

Leibniz 证 明了 :“ 如 果 p 为 素数 , 那么 (p — 2)! = 1(modp)”; 我 们 考 
虑 “ci Li c", le; <i c, 其 中 0 < ce; «| |, 0< c1 «| m| 3EHe; = 
ci(modm), ci+l = cizi(modm); 我 们 很 容易 给 出 如 果 c1, 02, ,cu 为 
Bim 的 剩余 系 (对 任意 的 i,m zz 0, ei < ci41(modm)), 那么 如 果 m € A 或 
者 m € A RITE cic: ++ cg0m)-1 = £1(modm), 因为 cg0m) = —1(modm). 


7.8 Smarandache G 增加 序列 , 数字 序列 , 普通 周 
期 序列 和 无 数字 序列 


数论 中 介绍 过 很 多 新 序列 , 那么 我 们 很 容易 想到 , 每 一 个 序列 中 有 
多 少 个 素数 ? 在 这 篇 文章 中 我 们 对 下 面 的 8 个 序列 作 了 研究 , 比如 G 增加 
序列 , 数字 序列 , 无 数字 序列 , 娱乐 序列 (有 趣 的 方法 /运算 /运算 法 则 /区 
别 /推广 等 等 ), 普通 周期 序列 和 算术 函数 . 


1. G 增加 序列 (1) 
假设 G = {91, 92,… ,gk,…} 为 一 个 有 序 的 正 整 数 集合 , 那么 相 
应 的 G 增加 序列 由 如 下 的 定义 给 出 : 




































































































































































SG -—í(a;:a01— 91, ak = ag-1X lÜ-F gy), k>1 


H. Ibstedt 在 关于 SMARANDACHE 型 数论 理论 首次 全 球 会 议 ( Uni- 
versity of Craiova, Romania,August 21-24, 1997.) 中 介绍 了 这 个 序列 的 
部 分 情形 . 


a) G 增加 序列 的 例子 (II) 
首先 来 研究 如 下 的 这 些 特殊 情形 : 
a.1) 我 们 选择 集合 G = th 3, 5, T; 9, 11, ES } 来 得 到 如 下 的 奇 序列 : 
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1,13, 135, 1357, 13579, 1357911, 13571113, --- . 
用 椭圆 素数 因子 程序 我 们 发 现在 这 个 序列 的 前 200 项 中 有 5 个 素数 , 例如 
它 的 阶 为 2, 15, 27, 63, 93. 但 是 这 个 序列 中 的 素数 个 数 是 有 限 个 还 是 无 
限 个 呢 ? 

















a.2) 选择 集合 G = {2,4,6,8,10,12,...} 来 定义 偶 序列 如 下 : 


2, 24, 246, 2468, 246810, 24681012, - - - 
我 们 同样 研究 了 这 个 序列 的 前 200 项 , 没有 发 现任 何 n 次 完美 数 , WA SE 
美 平方 数 , 没有 次 数 为 2p 的 完美 数 , 其 中 p 是 素数 , 也 没有 伪 素 数 . 

猜想 : 这 个 序列 中 没有 nn 次 完美 数 ! 


a.3) 选择 集合 G = 2, 3,5,7, 11, 13,17,… .来 定义 素数 序列 如 下 : 














2, 23, 235, 2357, 235711, 23571113, 2357111317,.…- 


第 2 项 和 第 4 项 为 素数 ; 第 128 项 (355 个 数字 ) 和 174 项 ( 499 个 数字 ) 或 许 
是 , 但 是 我 们 无 法 检验 这 个 序列 的 前 200 项 . 

问题 : 这 个 序列 中 有 无 数 多 个 还 是 有 限 个 素数 ? (H. Ibstedt) 

2) 无 算术 运算 序列 () 

我 们 给 出 其 中 一 个 t 项 无 算术 运算 序列 的 定义 如 下 集合 : 

{aj}, a, 为 最 小 的 整数 使 得 a; > Qi_1 

那么 在 这 个 集合 中 至 少 有 t 一 1 项 在 一 种 算术 运算 中 .我 们 利 
用 QBASIC 语言 程序 建立 一 个 这 样 的 运算 , 并 且 给 出 ! = 3 到 15 的 无 
算术 运算 的 前 65 项 (H. Ibstedt). 


3) 串联 型 序列 


假设 s1, 52, 835 ,sn …: 为 无 限 个 整数 序列 ( 记 作 5S). 那么 囊 联 序 
列 定义 如 下 






































S1, 5152, §15253,°°° . 


H. Ibstedt 提出 , 在 一 些 特殊 的 情形 中 , 有 多 少 项 这 样 的 串联 序列 属 
于 最 初 的 5 序列 ? 
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4) 拆 分 型 序列 


Tf 是 一 个 算术 肖 数 , 且 R 是 所 有 数 中 的 k 阶 关系 . 那么 对 任意 的 
Feni no, e nk 使 得 ni 十 ni2 十 … 十 nx 二 n,n 有 多 少 种 用 如 下 的 形式 表 
示 的 方法 : 
n= R(f (m1), fn2), , F(nk)), 





观察 一 些 特殊 情形 : n 能 被 表示 为 多 少 种 非 零 平方 (或 者 立方 ， 
mix EX? 

















5) 以 运 方法 /运算 法 则 /运算 /微分 /积分 /等 等 . 


一 般 情 形 : 幸运 方法 /运算 法 则 /运算 /微分 /积分 /等 等 , 称 为 用 错误 
的 方法 运算 等 却 得 到 了 正确 的 结果 . 错误 的 运算 应 该 是 有 趣 的 , 有 时 类 似 
于 学 生 们 常见 的 共同 错误 或 者 容易 产生 混淆 , 矛盾 . 

是 否 能 给 出 一 个 幸运 微分 或 者 幸运 积分 , 或 者 积分 方程 的 幸运 结论 ? 

特殊 情形 : 如 果 用 错误 的 计算 得 到 一 个 正确 的 结果 , 这 个 结果 恰好 
为 5, 那么 我 们 把 它 称 为 3. 幸运 数字 

一 个 集合 中 , 用 这 样 或 者 那样 的 错误 方法 却 得 到 正确 结果 的 方法 是 
有 限 多 个 还 是 无 限 多 个 ? 


6) 构成 部 分 平方 数 序列 的 元 素 

部 分 平方 数 序列 (SPDS) 的 特征 是 这 个 数字 能 够 分 为 几 个 部 分 ,每 个 
部 分 都 为 平方 数 . 例如 : 506? = 256036, 它 可 以 分 为 三 个 部 分 256/0/36. 

C. Ashbacher 指出 两 个 无 限 分 类 的 部 分 数 构成 的 SPDS 序 列 有 无 限 
多 个 . 我 们 推广 下 他 的 结论 , 指出 怎么 能 够 构造 出 SPDS 序 列 的 无 限 种 分 
类 以 满足 我 们 所 需要 的 数字 形式 . 

未 解决 问题 1: 441 属 于 SSPDS 序 列 , 且 它 的 平方 4412 = 194481 仍旧 
属于 SSPDS 序 列 . 能 和 否 找到 m, m?, mt 都 为 SSPDS 序 列 的 例子 ? 

未 解决 问题 2: 我 们 很 容易 在 $SDPS 序 列 中 找到 两 个 相 邻 的 平方 数 ， 
例如 : 122 = 144 和 132 = 169. 

是 否 SSDPS 序 列 仍 旧 包 含 三 个 或 者 更 多 的 相 邻 的 平方 数 ” 最 大 的 长 


度 是 多 少 ? 
7) n 个 数 的 周期 序列 
a) 两 个 数 的 周期 序列 (1) 
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AN1 为 由 两 个 数字 构成 的 整数 ，VN1 为 N1 的 两 个 数字 的 逆序 
构成 的 数 ， 我们 定义 绝对 值 NM2 = abs(N1 一 N1)， 依 次 有 : N3 = 
abs(N2 — NZ), 等 等 . 如 果 一 个 数 N 仅 由 一 个 数字 构成 , 我 们 定义 它 的 逆 
FRAN x 10( 例 如 : 5, 即 05, 逆序 为 50). 除了 两 个 数字 相等 的 情形 ,这 个 序 
列 具 有 周期 性 . 车 两 个 数字 相等 ,此 时 序列 变 为 : 














N1,0,0,0,--- 





这 样 的 重复 长 度 总 是 为 5 且 从 序列 的 第 二 或 者 第 三 项 开始 , 并 且 周 期 
AY, 81, 63, 27, 45. 

b) "个 数字 的 Smarandache 周期 序列 (IIT) 

假设 Nl 是 由 n 个 数字 构成 的 一 个 整数 '，N1 是 由 mn 个 数字 的 逆序 
构成 的 数 ， 我 们 定义 绝对 值 M2 = abs(N1 一 N1)， 依 次 有 : N3 = 
abs(N2 — N2), 等 等 . 如 果 构 成 数 N 的 数字 少 于 n 个 , BE VE EFE 
为 N x (10*), where N 为 N 的 逆序 ,为 缺少 的 数字 的 个 数 .( 例 如: 24 少 
于 5 个 数字 , 但 是 能 够 表示 为 00024, 它 的 逆序 为 42000). 根据 Dirichlet 的 
盒子 原理 , 这 个 序列 是 具有 周期 性 的 

Smarandache 3 个 数字 的 周期 序列 (范围 为 100 < N1 < 999): 

-有 90 个 对 称 的 整数 , 101, 111,121,---, 其 中 N2 = 0; 

-所 有 其 他 的 原始 整数 形式 虽然 不 同 , 但 都 为 相同 的 五 项 周期 序列 : 















































99, 891, 693, 297, 495. 


Smarandache 4 个 数字 的 周期 序列 (范围 为 1000 < N1 < 9999): 

-最 大 的 周期 循环 数 应 该 从 第 一 个 数字 开始 长 度 为 18 处 循环 . 
当 N1 = 1019 时 便 会 出 现 ; 

-整数 8818 的 循环 导致 如 下 的 循环 长 度 : 2178, 6534; or 90, 810, 630, 
270, 450; 或 者 909, 8181, 6363, 2727, 4545; or 999, 8991, 6993, 2997, 4995; 

-其 他 的 循环 从 不 变量 0 处 结束 . (H. Ibstedt) 











8) Erdos-Smarandache Zt: 丢 番 图 方程 P(z) = 5S(n) 的 解 : 





2,3,5,6, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22, 23, 26, 28, 29, 30, 31, 33, 34, 35, --- 


其 中 P(n) 为 整除 n 的 最 大 素数 因子 ,， S(n) 是 经 典 的 Smarandache 函数 : 
最 小 的 整数 使 得 S(n)! 为 n 的 乘积 
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7.9 Smarandache 多 边 性 (折线 ) 定理 (Ceva 定 理 的 
推广 ) 


























在 文章 中 , 我 们 给 出 了 著名 的 Ceva 定理 的 三 个 推广 , 其 中 Ceva 定 理 
表述 为 : 如 果 在 一 个 三 角形 4BC 中 国 出 共 点 直线 441, BB, CC, WA 
AB BC GA . 
AC BA CB 











引 理 7.9.1 tF 2 ALAS An, RM 在 它 的 平面 上 , 循环 置 


换 
[12^ n-1nm 
BON FP m 
PA dej, j € {i 十 s,… ,i 十 Ss 十 t 一 1}, ^ Mi 是 直线 A;M fe 
RA SALUS; ER 


Aits+t-iAits+e 的 交点 . 对 所 有 的 指标 , KM A An, 并 且 25 +t =n, 
则 有 





n, i+s+t—1 MÀ; 
Mi;A 


i, j=l, its 1^ 34^ p() 
其 中 s, t 是 非 0 自 然 数 . 


分 析 证 明 令 M 是 三 角形 4BC 所 在 平面 上 的 一 个 点 , 并 且 其 满足 定 
理 的 条 件 . 选择 笛 卡 尔 坐 标 系 , 使 得 平行 于 坐标 轴 的 两 条 直线 通过 点 MM， 
但 不 通过 任意 的 4; 点 (这 是 可 能 的 ). 

考虑 点 M(a, b) JU A;(X;, Yi), 其 中 b 是 实 变 量 , Xi, Y; 是 已 知 
的 (i e {1,2, ,n}). 

前 面 的 选择 可 以 确保 成 立 下 面 的 关系 : 

对 所 有 的 i € {1,2,… ,n}, X;-a 40, Y,-b 40. 关于 直线 A;M(1 < 


i € n) 的 等 式 是 : 


= (-1)" 





















































r—a y-b — 

















X-a Yah " 
注意 到 , d(x, y; Xi, Yi) = 0. 我 们 有 
MjA; 54 AM) — d(X;, Yi; X, DO 
MiAyg)  9(Apgy AM) — d(Xo, Yo; Xo Y) — DG), 4)’ 
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其 中 ，6(4，57) ÆA 到 直线 ST IFES, JF AVE $üD(a, b) 
Fd(Xa, Yo; Xs, Yo) 而 言 的 . 
下 面 我 们 来 计算 乘积 , 其 中 我 们 会 用 到 以 下 约定 : 








是 对 








a+b 表示 
pip pla) ***)), 
—— 
bK 
a 一 Lb 表示 
三 二 /一直 =l 
pop sp (a) )) 
—— 
bK 
则 
i+s+t—1 MA; - dl D(j, i) 
j=i+s MijAj+1 j=i+s D(j +1, i) 
|... D(ü+s, i) DG+s+1,i) D(i+s+t-1, i) 
— Dli+s+1,i) D(i+s+2, i) D(i+s+t, i) 
_ _Dii+s, i) _D(i+s, i) 
— Di+tst+t, i) D(i—s,i) 
从 而 


se i) D(-s,1) D(2+s, 2) D(2s, s) D(2s+1, s+1) 





HL Di-s, i Dü-s 1 D(2-5 2) Din, s) D0, s+1) 


D(2s +2, s+2) D(Qs+t, s+t) DQs+t+1, s+t+1) 





D. 640) —— Dest ——— JP EPI) 
D(Qs+t+2, s+t+2) D(2Qs+t+s, s+t+s) 
CHR sA D 3 i443) 
= D(1+s, 1) D(2+s, 2 D(2s+t, s+t) D(s, n) 
~ D, 1+s) D(2, 2+5 D(s+t, 2s+t) D(n, s) 

A D(i+s, i i P(i 4- s) " 
gll i+ s) . -TI (- P(i) ) -CD 


i=l 








D ) 





因为 
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注意 到 , (X; — a)(Y; — b) = P(t) 从 而 得 到 上 面 的 最 后 一 个 等 式 . 又 对 所 
有 的 t € {1,2,---,n}, P(t) £0. 从 而 完成 证 明 . 


关于 定理 7.9.1 的 评论 t 代 表 多 边 形 的 边 和 直线 A;, M 相交 的 数目 ; 
注意 到 多 边 形 的 边 4;Ai;41, 相对 应 于 ai, Ws 十 1 代表 和 直线 A1M 相交 的 
第 一 条 边 的 序号 ( 即 as41 表示 和 A1M 相交 的 第 一 条 边 ). 
例如 : 如 果 s = 5, t = 3, 定理 意味 着 : 
- 直线 A1M 相交 于 边 4647，4748，4849. 
- HRAM 相交 于 边 4748，4849，49410. 
- 直线 43M 相交 于 边 Ag Ao, a e 等 等 . 
观察 : 定理 的 限制 条 件 对 于 比率 一 一 一 Ms 的 存在 性 而 言 是 必要 的 . 
1j44+p(9) 
67.9.1 设 点 M 在 多 边 形 414，.. -421 的 平面 上 ， 对 所 有 的 i € 
{1,2,… ,2k 十 1}, & M; EBRAA i) WF ee 


直线 的 交点 . WRM AB F{A:, Apa} wall se 
i4*p(i 


如 果 取 s =k, t= 1, Wn = 2k +1, 则 从 定理 1 中 将 很 快 得 到 这 个 结 
果 的 证 明 . 
这 个 结论 的 相反 方面 不 成 立 . 
从 而 我 们 可 以 很 快 得 到 定理 1 的 相反 方面 也 部 不 成 立 . 
反例 : 
考虑 5 边 形 . iB ELZE A; Ma, A2 Ma, Aa MgTHAE T- M. 
M3A3 | MaAa MsAs 
$K = 
M3A, M,A; MsA 
画 出 直线 4470 TERE AE ÈM, 并 且 形 成 比率 : 





















































2-1 




































































MA, o1 其 中 一 个 = ee 
MiAs = 元 或 元 (选取 其 中 一 值 ， 对 它 而 言 , AM ML M). (7-7) 
EWA M, PRERE -1 或- 工 
1I243 2 
e 
MiAj 
i=1 MiApwi) PRIM 
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结论 7.9.2. ”在 定理 7.9.1 的 条 件 下 ,如 果 对 所 有 的 i 和 ;, 7 不 属 
于 集合 {i, p 1()), 注意 到 Mi = AM n AA FAM, 不 属于 集 
a M.A; 
A. . . ji J=- — (_1)n 


Ws = 1, t=n-2, WA2s4+t=n. 











结论 7.9.3 对 于 n = 3, s — 1, t= 1, 则 (作为 一 种 特殊 情形 ) 得 到 
了 Ceva 定 理 . 

















roo 





Ceva 定 理 的 推广 的 应 用 


定理 7.9.2 ARRABA ARAA An, As, tA 
个 非 0 自 然 数 使 得 2s +t = n. 每 个 顶点 4 通过 一 条 直线 Wi， 和 
3 AipsAÅits+, uer Ares peer 别 相 交 于 点 Miits， ae , Mi i+s+H-1: 





n itstt-l = n ; 
、 , MiA; M: A; 

fe BART AM,, MATT I] UU 一 a 

i=l j=its Mij Aj+1 i1 Mi Aitstt 


WEBH: Si (ALE, 
1 AMi A N. = f JÉA;Mi ALIM; M; irs Accsua tH 
似 ， H fü Mis AcAcS RI TE Mis Aces M; A R AMi its Aip AN 
f8 Ais Miu M; 分 别 相等 . 从 而 有 





MiitsAi _ AiAits 
- | 
MiitsAitst1 M; Aits+1 








(7-8) 
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同 理 , =f EMi iis AiAipsp Miis Aip M; 相似, 则 有 




















Mii "mn Ai A; E 
at — l +s+1 l (7-9) 
MiitsAits  M;Aits 
— 
1 lng 
| i M. 
A i EUN 
7 u 
(7 一 8) 式 和 (7 一 9) 式 相 除 得 
M; i sAi s M; A; S A; A; S 
, + + = : 十 + : (7-10) 
MiitsAitst1 ML Aits+1 AA Ls 


2) 点 Miijs 在 圆 外 的 情况 和 第 





同 的 比值 , 从 而 式 (3) 亦 成 立 . 








一 种 情况 类 似 , 因为 我 们 可 以 利用 相 
同 的 解释 得 到 在 1) 中 标示 的 三 角形 在 这 种 情况 下 仍 是 相 


























似 的 , 则 得 到 相 






























































下 面 我 们 计算 乘积 
“TL. Mea; i+s+t (A aA) 
j=i+s Mij Aj+1 j—its M; Aj+1 AjAj+1 
= M; Ai+s . M; Aivs41 M" M; Aits+t-1 . AiAits AA; stl AA ae) 
M; Aits+1 M; Aits+2 M; Aits+t AiAits+1 Ai Ai s+2 AiAirstt 
SE M; Ai+s AiAits 
M; Airsat Ai Ai rsqt l 
M; Aus s Ai A; E M;Ai E 
vorat Aldus ici Mj Aits+t 
因为 
2 ÁiÁirs =o Aj Aiis 42421。 A, A»; 
i AiAits+e AiAitstt A2A2trstt Ash 
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As+2Aos+2 " As4tAn . As4t41A1 f As4t42A2 "e A,As = 
As+2A2 AstiAt AstitiAsr1  Asna2Àu2 AnAsye  ” 


(考虑 到 2s +t = n). 


结论 7.9.4 WRA ZEA A- -- An ARTEA, 从 每 个 顶点 4; 引 
出 一 条 直线 qd;, 和 对 边 A;;。_14;js 相 交 于 点 1M;, 和 圆 相 交 于 点 M;, 则 有 


























"^r MiAits—1 u ^r M; Aics-1 
II MiAirs gi M; Ais l 











i=1 


事实 上 ， 对 于 t = 1, 则 有 "为 奇数 ， 且 s = 
在 这 个 结论 中 ， 如 果 取 s = 1, 则 得 到 在 文献 自 的 35-37 页 中 的 数学 注 


n+l 











f. 
应 用 :如果 在 定理 7.9.2 中 , 直线 dj; 是 共 点 的 , 则 有 


n 




















M; Ais 


天 
gat Mi Ai+ste 





7.10 Smarandache 假设 : 在 宇宙 中 没有 速度 障碍 





在 这 篇 文章 中 , 作为 Einstein-Podolski-Rosen FEW VW Bell SEC 
延伸 和 结果 , 有 人 提出 这 样 的 假设 :在 宇宙 中 没有 速度 障碍 , 可 以 构造 出 
任何 速度 , 当然 有 人 质疑 是 否 无 限 速 度 ( 瞬 时 传输 ) 是 可 能 的 ? 

进一步 研究 : 研究 比 光 速 还 快 的 速度 的 复合 , 以 及 在 比 光 速 还 快 的 速 
ET, 物理 定律 将 会 发 生 怎样 的 变化 ? 


1. 引言 : 

科学 上 有 什么 新 的 发 现 ( 物 理学 上 的 )? 来 自 于 奥地利 的 Innsbruck 大 
学 和 美国 国家 标准 与 技术 研究 院 (1997 年 在 Rainer Blatt, David Wineland 
et al. 成 立 ) 的 共同 组 成 员 的 研究 表明 : 

- 光子 是 一 点 光 ， 电 磁 辐 射 的 量 (量子 是 一 个 系统 能 够 获得 或 失去 
的 最 小 的 能 量 ); 

- 极 化 指 的 是 光波 震动 的 方向 和 特性 ; 

- 如 果 有 人 使 用 缠绕 现象 在 两 个 光子 之 间 转 变 极 化 , 那么 无 论 一 方 
发 生 了 什么 ， 另 一 方 总 是 向 相反 的 方向 变化 . 因此 , 它们 的 极 化 是 彼此 
相反 的 ; 
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- 在 量子 力学 上 , 物体 比如 次 原子 微粒 在 任意 给 定 的 短暂 的 瞬间 没 
有 具体 的 , 固定 的 特性 , 直至 它们 被 测量 ; 

- 假设 某 一 个 物理 过 程 产 生 了 一 对 缠绕 微粒 A 和 B( 有 相反 或 互补 的 
特性 ), 以 相反 的 方 回 飞速 滑 入 空间 ， 当 它们 之 间 相 距 几 十 亿 里 远 的 时 
候 ， 有 人 测量 了 粒子 4, 因为 B 是 相反 的 ， 则 测量 4 的 瞬间 告知 人 们 B 是 
怎样 的 ， 因 此 那些 指示 将 在 4 和 BB 之 间 以 比 光速 还 快 的 速度 传播 , 从 而 ， 
人 们 能 够 将 Einstein-Podolski-Rosen 那 论 和 Bell 不 等 式 进 行 延伸 并 断言 
光速 在 宇宙 中 没有 速度 障碍 ; 

- 这 些 结果 也 可 以 通过 Nicolas Gisin 在 瑞士 的 日 内 瓦 大 学 的 研究 获 
得 . 他 成 功 的 在 两 个 超过 2 公里 盘 绕 电缆 的 实验 室 之 间 研 究 量 子 , 但 是 实 
际 上 两 个 实验 室 间 的 距离 大 约 是 55 米 ; 

- 来 自 于 维也纳 大 学 和 奥地利 科学 院 的 研究 (Rupert Ursin 等 人 成 功 
的 实施 了 光 粒 子 在 横 跨 奥地利 的 多 玉 河 600 米 的 距离 上 的 传输 ); 来 自 于 
澳大利亚 国立 大 学 和 许多 其 它 地 方 的 研究 . 


















































2. 科学 的 假设 : 

我 们 提出 了 这 样 的 假设 : 在 宇宙 中 没有 速度 障碍 , 这 一 点 可 以 在 理 
论 上 被 逐步 证 明 ， 在 前 面 的 例子 中 , 当 测 量 4 的 时 候 , 4 和 B 之 间 的 距离 
可 以 尽 可 能 的 大 . 








如 果 空 间 是 无 限 的， 最 大 速度 也 是 无 限 的 吗 ? 

“Smarandache 假设 被 科学 家 们 有 争议 地 解释 , 有 人 说 它 违 犯 相对 
论 以 及 因果 原理 , 男 一 些 人 支持 这 种 观点 , 他 们 认为 , 这 种 假设 对 于 没有 
实际 物理 块 或 虚构 物理 块 的 粒子 起 作用 , 不 是 局 部 的 , 通过 罕 透 效果 或 超 
HEH.” (Kamla John) 

Scott Owens 在 2001 年 1 月 22 日 的 电子 邮件 (最 后 转 寄 它 到 作者 ) 中 
对 Hans Gunter 的 回答 : “Smarandache 假 设 能 够 被 应 用 的 唯一 一 点 是 
实体 没有 实际 的 物理 块 或 能 量 或 其 它 信息 , 我 能 提出 的 最 好 例子 是 ， 
光子 的 波 前 速度 和 相 速 度 之 间 的 差距 . 通常 都 是 相 速 度 超过 波 前 速度 ， 
c. 但 这 并 不 意味 着 任何 实际 能 量 能 够 以 超过 c 的 速度 传播 . 因此 ， 构 造 
从 0 到 无 穷 大 的 任意 速度 都 是 可 能 的 ， 但 是 这 种 速度 只 能 应 用 于 纯 想 象 
的 实体 .” 

加 速 光 子 (或 男 一 种 壁 如 以 0.99c 的 速度 运行 的 微粒 ) 从 而 得 到 大 
于 c 的 速度 可 能 吗 (其 中 c 为 光速 )? 
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以 后 的 可 能 的 研究 . 

在 下 面 的 情形 下 ， 人 研究 速度 v 与 w 的 合成 是 有 意义 的 : 
v<cHw=c 

v=cHw=c 

v>cHw=c 

v>cHw>c 

v < cHw = œ 











v = cHw = oo 
v > cHw = œ 
v — œ Hw = oo 


在 上 面 的 每 中 情况 下 ， 物 理 定 律 将 会 发 生 怎样 的 变化 ? 





7.11 Smarandache 量 子 色 动 力学 公式 








为 了 改善 当 捆 绑 的 时 候 , 应 用 在 夸克 和 反 硅 克 组 合 的 光子 色 动 力 
学 (QCD) 定 理 中 的 这 种 无 色 的 组 合 , 我 们 给 出 了 下 面 的 公式 : 











Q — Ae+tMs, (7-11) 
其 中 M3 是 3 的 倍数 . 
例如 , +M3 = (3-k|k € Z ={--- , -12, —9, —6, —3, 0, 3, 6, 9, 12, --- }, 
且 Q@ 为 夸克 的 数目 , AA KS SE AA 
Q = A(mod 3) (7-12) 
(@ 同 余 于 4 模 3). 


为 了 证 明 这 个 公式 , 我 们 注意 到 3 个 夸克 形成 一 个 无 色 组 合 , 任何 3 的 
倍数 (M3) 的 夸克 的 组 合 也 是 如 此 , 例如 6，9，12 等 的 夸克 的 组 合 . 同 理 ， 
3 个 反 夸 克也 形成 一 个 无 色 组 合 , 任何 3 的 倍数 (M3) 的 反 夸 元 的 组 合 也 是 
如 此 , 例如 6，9，12 等 的 反 硅 克 的 组 合 . 因此 , 当 我 们 混合 夸克 和 反 夸 克 
的 组 合 时 , 夸克 和 反 奢 克 将 会 彼此 抵消 它们 的 颜色 , 从 而 剩 下 的 是 3 的 倍 
数 个 夸克 数 , (在 这 种 情形 下 , 夸克 的 数目 多 于 反 夸 元 的 数目 , 公式 (5) 中 
的 差 取 正 号 ), 或 是 3 的 倍数 个 反 夸 克 数 , (在 这 种 情形 下 , 反 夸 克 的 数目 多 
于 夸克 的 数目 , 公式 (5) 中 的 差 取 负 号 ). 

SARS RAL. 
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我 们 记 q 为 夸克 , 属于 集合 { 上， 下 ， 顶 ， 底 ， 怪 ， 魔 }, aO SC 属 
TEGE, F, W, R, P, R). 

因此 , 对 于 n 个 夸克 和 反 夸克 组 合 , n > 2, 应 用 无 色 性 , 我 们 得 到 下 
面 的 可 能 情形 : 














如 果 n = 2, A: aa( 双 夸克 -例如 介子 和 反 介 子 ) 

如 果 n = 3, A: qqq, aaa( 三 夸克 -例如 重子 和 反 重 子 ) 

如 果 n = 4, A: ggaa( 四 夸克 ) 

如 果 n — 5, A: ggqqa,，aaaag( 五 夸克 ) 

如 果 n = 6, A: qqqaaa, qqqqqq, aaaaaa(7V E TE) 

如 果 n = 7, A: qqqqqaa, qqaaaaa( EFTE) 

如 果 n = 8, A: qqqqaaaa, qqqqqqaa, qqaaaaaa()\ 4 và.) 

如 果 n — 9, A: qqqqqqqqq. qqqqqqaaa, qqqaaaaaa, aaaaaaaaa( JL 


3) 
wmn = 10, A: qqqqqaaaaa, qqqqqqqqaa, qqaaaaaaaa( FFT) 等 


Aix 
sF. 





7.12 Smarandache 语言 学 悖 论 


本 节 通 过 实例 和 解释 来 介绍 语言 学 屠 论 .文章 中 介绍 的 实例 通过 严 
格 的 方式 描述 了 英语 的 语言 结构 . 为 了 找到 具体 的 悖 论 例子 , RIMAE 
法 上 调整 了 句子 的 结构 . 

设 N、V、A 分 别 代表 名 词 、 动 词 和 特性 . 非 N、 非 V、 非 A 分 别 代 表 
他 们 的 反义词 .例如 ,如 果 A 是 ”小 ”"， 则 非 A 是 ”大 ”或 ”多 ”, 等 等 . 

同样 地 , 设 N , N 代表 NN, 或 即使 N 的 同义词 . 同 理 VV 等 等 ,A', A”, 等 
等 . 设 NV 代 表 名 词性 的 动词 ,NV 代表 它 的 同义词 . 于 是 ,定义 接 下 来 的 
语言 学 悖 论 和 半 悖 论 : 

1. 非 N 是 更 好 的 N. 非 A 是 更 好 的 A. 非 V 是 更 好 的 V. 

Bil: 不 发 言 有 时 是 更 好 的 演说 . 

不 解释 是 更 好 的 解释 . 

没有 吸引 力 有 时 是 更 好 的 吸引 力 . 
慢 有 时 候 比 快 更 快 . 
没有 政府 是 更 好 的 政府 . 
无 统治 者 比 统治 者 更 好 . 
没有 新 闻 是 好 的 新 闻 . 


















































EI 
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不 凝视 有 事 比 看 见 更 好 . 
不 去 爱 是 更 好 的 爱 . 
不 移动 是 更 好 的 移动 . 
不 礼貌 是 更 好 的 礼貌. 
没有 上 听见 比 听见 好 . 
没有 反应 有 时 是 更 好 的 反应 . 
没有 展示 友好 是 更 好 的 友好 (福利 》. 
她 比 她 自己 好 . 
没有 战斗 比 战斗 好 《〈 也 就 是 没有 暴力 的 战斗 ) . 
2. 只 有 IN 是 真正 的 非 N. 只 有 V 是 真正 的 非 V. 只 有 A 是 真正 的 
JEA. 
例如 : 
只 有 语言 是 真正 的 流言 草 语 . 
只 有 小 说 是 真 的 事实 . 
只 有 正常 是 真正 的 非 正 常 . 
没有 人 是 真 的 某 人 . 
朋友 是 隐藏 最 危险 的 敌人 . 
只 有 你 是 真 的 非 你 (= 你 行动 奇怪 ). 
只 有 仁慈 是 真 的 无 情 . 
如 果 你 向 天 空 吐 痰 ; 它 将 会 掉 在 你 的 脸 上 . 
只 有 温柔 才 是 真 的 野蛮 . 
3. 这 是 如 此 的 A 使 得 它 显得 非 A. 
例如 : 
这 是 如 此 的 真实 使 
这 是 如 此 的 成 熟 使 它 显 得 变质 . 
这 是 如 此 的 友好 使 它 显 得 不 友善 . 
他 似乎 如 此 可 靠 使 他 看 着 不 可 靠 . 
这 是 如 此 的 虚假 使 它 显 得 真实 . 
这 是 如 此 的 适合 使 它 显得 不 适合 . 
这 是 如 此 的 美丽 使 它 显得 不 真实 . 
这 是 如 此 的 简单 使 它 显 得 很 困难 . 
这 个 故事 如 此 的 真实 使 它 显 得 是 虚构 的 . 
难道 看 不 到 为 了 组 成 森林 的 树木 吗 ? 
4. 有 些 N 同 时 是 A 和 非 A. 
例如 : 有 些 事件 同时 是 好 的 和 坏 的 . 






























































mr 
已 显 
x 
已 显 
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有 些 法 律 同 时 是 好 的 和 坏 的 . 

有 些 新 闻 同 时 是 真实 的 和 错误 的 . 

有 些 昆 虫 同时 是 有 益 和 人 危险 的 .( 比 如 蜂 蛛 ) 

有 些 人 同时 是 英俊 和 丑陋 的 . 

有 些 课程 同时 是 有 趣 和 无 聊 的 . 

有 些 大 臣 同 时 是 可 信 的 和 不 可 信 的 . 

有 些 时 刻 同时 是 甜蜜 和 酸楚 的 . 

有 些 游戏 同时 是 有 挑战 的 和 没有 竞争 力 的 . 
食物 同时 是 热 和 冷 的 . 

游戏 是 有 激情 的 ,然而 无 趣 的 《因为 我 们 失败 了 》. 

人 们 同时 是 智慧 和 愚蠢 的 (也 束 是 说 ,有 些 方面 智慧 ,其 他 方面 思春 ). 
5. 有 些 N 是 V, 实 际 上 同时 非 V. 

例如 : 人 们 欺诈 ,实际 上 同时 不 是 欺诈 

有 些 人 玩 ,同时 又 没有 在 玩 . 

有 些 生活 的 经 验 是 惩罚 ,同时 又 是 奖励 . 

锻炼 是 疲倦 的 ,但 又 是 使 人 精神 充沛 的 . 

有 些小 孩 在 听 , 实 际 上 同时 又 没有 在 上 听 . 

有 些 老师 在 讲授 ,同时 又 没有 在 讲授 . 

有 些 人 在 拼写 ,同时 又 在 拼 错 

人 们 的 美好 和 粗俗 是 互相 附 随 的 . 

政治 家 总 是 同时 在 说 谎 和 说 真 话 . 

6. V, 即 使 非 V. 

例如 : 圣人 思考 ,即使 当 他 不 思考 

我 存在 当 我 不 存在 . 

小 如是 有 趣 的 ,即使 他 自己 不 是 有 趣 的 . 

被 淘 死 的 人 四 周 都 是 水 . 

作为 诗人 不 知道 自己 是 诗人 . 

去 相信 即使 你 不 相信 . 
正在 比赛 即使 没有 在 比赛 . 
我 在 睡觉 ， 即 使 当 我 醒 着 . 
总 是 跑 来 跑 去 . 

做 梦 ,即使 并 没 在 睡觉 . 
7.N 是 足够 的 非 N. 

例如 :沉默 是 足够 的 吵 曾 . 
来 自 工作 的 假期 是 艰苦 的 工作 . 
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优越 性 带 来 足够 的 劣势 . 

白天 是 我 的 黑夜 . 

日 记 是 足够 的 非 日 记 . 

睡觉 是 充分 的 醒 着 . 

甜蜜 的 诚实 是 充足 的 训 讽 . 

四 个 人 的 桌子 足够 坐 6 个 人 . 

我 有 的 很 足 . 

这 个 工作 足够 的 娱乐 〈 当 很 喜欢 这 个 工作 ) . 
8. 非 V 有 时 意味 着 V， 

例如 : 不 发 言 有 时 意味 着 发 言 . 

不 接触 有 时 意味 着 接触 . 
维持 和 平 有 时 意味 着 要 去 战争 . 
捧 毁 生活 (例如 病毒 ) 有 时 意味 着 维持 生活 . 

不 去 聆听 有 时 意味 着 在 聆听 . 

两 上 只 脚 疝 前 有 时 意味 着 依然 站 着 . 

不 乱 丢 东西 有 时 意味 着 乱 丢 . 

超速 行驶 有 时 不 是 在 超速 行驶 (紧急 情况 下 ). 
不 表现 愤 妈 有 时 是 在 表现 愤 奴 . 
9. 没 有 IN 的 N. 

例如 : 没有 地 狱 的 地 狱 . 

没有 风格 的 风格 . 

规则 申请 了 :没有 规则 . 

我 们 的 文化 是 缺乏 文化 . 

没有 存在 的 存在 . 

有 些 人 害怕 死亡 ,他 们 其 实 没有 活着 

没有 工作 的 工作 . 

不 能 和 他 们 一 起 生活 ,没有 他 们 不 能 生活 
没有 死亡 的 死亡 [耶稣 的 死 是 为 了 永恒 的 活着 ]。 
没有 内 次 的 内 次 (有 时 是 内 次 ， 但 不 感到 内 次 ). 
10. a) 非 N 中 的 NN. 

例如 : 静止 中 的 动态 . 

吵闹 中 的 沉默 . 

自由 中 的 奴役 . 

人 群 中 的 孤独 . 

圆圈 中 的 圆圈 . 
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矩形 部 分 内 的 摔跤 圆 . 

下 贫穷 中 寻找 财富 [也 就 是 说 ,快乐 和 爱 ]. 
10. b) N 中 的 非 N. 

例如 : 
动态 中 的 静止 . 
沉默 中 的 吵闹 . 
风暴 的 眼睛 . 
政治 ,官僚 政治 . 

平等 中 的 不 平等 . 

婚姻 中 的 孤独 . 

快乐 中 的 愤怒 . 

寒冷 中 的 温暖. 

热度 中 的 寒冷 . 

没有 欢乐 的 大 笑 . 

任何 地 方 都 得 不 到 . 

财富 中 的 贫乏 .[ 在 富裕 的 家 庭 里 没有 爱 和 贫困 ]. 
11. 非 A 的 A. 

例如 : 光线 的 阴影 . 

沉默 的 音乐 . 

锻炼 作用 的 放松 . 

自由 的 限制 . 

通过 死亡 的 生活 . 

沉默 的 声音 /喧闹 . 

我 能 看 到 隧道 里 的 光线 . 

自由 的 奴隶 .[ 有 些 人 甚至 在 婚姻 中 都 不 愿 放弃 他 的 自 H 



































12. V3EV. 

例如 :看 不 能 看 的 . 

去 听 不 能 听 的 . 
品尝 不 能 品 答 的 . 
AAS Be EY 

去 说 不 能 说 的 [说 出 秘密 ]. 

去 耐心 等 待 不 知道 如 何等 待 的 . 

去 呼吸 不 能 呼吸 的 . 
赏识 被 轻视 的 . 

去 相信 不 能 相信 的 [信赖 ]. 
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去 嗅 不 能 嗅 的 . 
13. 让 我 们 用 非 V 来 V. 
例如 : 让 我 们 通过 不 打击 来 打击 . 
让 我 们 通过 不 谈话 来 交流 :[ 意 味 着 思考 ] 
表决 通过 不 投票 . 
帮助 某 人 通过 不 动手 帮助 [作为 一 个 老师 通过 经 验 ]. 
让 我 们 通过 不 辩解 来 辩解 . 
让 我 们 通过 没 赢 来 获 赢 . 
让 我 们 通过 不 剥夺 来 剥夺 . 
让 我 们 通过 不 战斗 来 战斗 . 
14. 非 N 的 NN. 
例如 : 我 们 从 没有 利润 中 获得 的 利润 . 
我 们 从 非 吸 烟 者 那里 得 到 的 烟 味 . 
我 们 从 艰苦 工作 中 得 到 的 奖励 . 
我 们 从 非 服 务 那里 得 到 的 服务 . 
来 自 坏 的 好 . 
我 们 从 痛苦 中 得 到 的 快乐 . 

15. 非 A 是 A. 
例如 : 坏 的 是 好 的 [因为 它 使 我 们 更 加 努力 ]. 
好 的 是 坏 的 [因为 它 使 我 们 没有 改进 的 地 放 ]. 
工作 是 一 种 福气 . 
贫穷 是 精神 上 的 富裕 . 
有 时 丑陋 是 美丽 的 [因为 美丽 是 眼中 的 感激 ]. 
在 你 发 现 王子 之 前 ,你 不 得 不 亲吻 一 群 青蛙 . 
伤 痛 是 有 治疗 作用 的 . 
”没有 绝对 ”是 绝对 的 . 
不 承认 任何 错误 是 一 个 错误 . 

16. 一 个 非 N 的 NN. 
例如 : 一 个 积极 的 消极 .| 意思 是 :一 次 失败 迫使 你 做 的 更 好 1 
一 个 伤心 的 幸福 . 
一 个 不 可 能 的 可 能 性 . 
真 的 人 造 的 皮革 . 

个 大 声 的 小 声 耳 语 . 

一 个 美丽 的 灾难 .意思 是 | 美丽 可 以 在 任何 地 方 被 发 现 ]. 
一 个 苦涩 的 甜蜜 . 
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一 个 严厉 的 文雅 | 坚持 你 的 文雅 ]. 

一 个 无 罪 的 罪人 | 不 为 自己 的 罪 亚 感到 后 悔 的 人 ]. 

17. 每 件 事 都 有 一 个 A 和 一 个 非 A. 

例如 : 每 件 事 都 有 一 个 意义 和 一 个 非 意义 . 

每 件 事 都 有 一 个 正确 面 和 一 个 错误 面 . 

每 件 事 都 有 一 个 开始 和 一 个 结束 . 

每 件 事 都 有 一 个 出 生 和 一 个 死亡 . 

每 件 事 都 有 一 个 出 现 和 一 个 非 出 现 . 

我 们 周围 的 每 件 事 被 解决 和 溶化 . 

每 个 人 有 好 的 一 面 和 坏 的 一 面 . 

每 个 人 有 一 个 对 和 一 个 错 . 

18.V 什 么 非 V. 

例如 : 成 为 你 不 是 的 . 

需要 不 必须 的 . 

期 待 想不到 的 . 

文化 通过 它 的 不 存在 存在 . 

无 论 我 们 多 有 钱 ,我 们 都 不 能 挣 足够 多 的 钱 . 

购买 不 能 购买 的 . 

工作 当 我 们 没 在 工作 时 . 

死亡 可 能 意味 着 永远 活着 . 

想 要 因为 不 想 要 [有 时 想 要 只 是 因为 喜欢 它 ]. 

看 看 这 些 有 趣 的 法 律 例 子 : 

一 个 喜欢 用 矛盾 说 话 的 政府 : 假设 你 有 两 头 母 牛 ,那么 政府 杀 了 它们 
并 且 挤 了 它们 的 奶 ! 

这 些 创作 的 语言 悖 论 目 录 无 限 的 在 扩充 . 它 是 具体 的 语言 , 它 以 语言 
表达 和 人 句 型 ,短语 的 构造 和 结构 为 基础 . 我 们 还 可 以 通过 反 义 的 副词 , 介 
词 等 等 来 构造 其 它 种 类 的 语言 悖 论 . 




























































































7.13 量子 Smarandache 拟 那 论 和 
量子 Smarandache 诡 辩论 悖 论 





多 悖 论 和 诡辩 论 悖 论 产生 于 物理 学 中 量子 和 非 量子 的 结合 . 甚至 通 
过 微观 经 济 和 宏观 经 济 的 互惠 产生 了 很 多 未 解决 的 问题 和 反 直 觉 的 思 
A. 我 们 定义 拟 悖 论 是 一 个 自 相 矛盾 或 者 明显 矛盾 的 初步 印象 但 又 未 完 
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全 证 明 是 导 论 的 一 种 陈述 .我 们 提出 以 下 四 个 基本 量子 拟 悖 论 ,及 其 相应 
ys 


ETARTE MN SS PO TT. 








1 介绍 

依照 数学 辞典 , 悍 论 是 ”一 个 显然 带 唐 或 者 自 相 矛盾 的 陈述 , 它 是 起 源 
于 显而易见 无 懈 可 击 前 提 的 一 个 初步 印象 ,或 是 显然 的 矛盾 ”. 一 些 悖 论 
要 求 修 改 它们 直接 的 概念 (Russell 屠 论 ,Cantor 悖 论 ), 一 些 悖 论 取 决 于 描 
述 的 不 可 容 性 (Grelling 迟 论 ), 还 有 一 些 展示 的 是 反 直 觉 的 定理 (实质 缠 渗 
悖 论 ,Skolem 和 悖 论 ), 男 外 一 些 是 自 相 矛盾 的 .[Smarandache R: PMA W 
是 A, 非 A 也 是 ,A 是 一 个 特征 , 非 A 是 它 的 相反 .例如 ”一 切 都 有 可 能 ,一 切 也 
是 不 可 能 的 ." (Weisstein1998)]. 通常 , 悖 论 是 同时 的 真 和 假 . 

诡辩 论 那 论 和 第 四 世纪 的 Eubulides of Miletus 的 观点 结合 .他 们 说 没 
有 一 个 清楚 的 边界 存在 于 有 形 和 无 形 的 事物 之 间 , 决 定论 者 和 非 决 定论 
者 的 原则 之 间 , 稳 定 的 和 非 稳 定 的 事物 间 , 长 时 存在 和 短 时 存在 的 事物 .一 
般 地 ,A 和 非 A 之 间 没 有 一 个 明显 的 区 分 和 精确 的 边缘 .A 在 什么 地 方 真正 
ZUR? 非 A 在 什么 地 方 开 始 ” 模 糊 集 ”概念 趋 铝 于 ”中 吞 集合 论 ” 概 念 . D 
在 我 们 介绍 拟 悖 论 的 概念 : 一 个 拟 悖 论 是 一 份 声明 中 已 初步 证 据 确 羡 的 
自我 矛盾 的 明确 文 持 或 矛盾 ,但 没有 完全 被 证 明 是 一 个 矛盾 一 个 拟 悖 论 
是 一 个 非 正 式 的 矛盾 声明 ,而 悖 论 是 一 个 正式 的 矛盾 声明 . 下 面 的 一 些 量 
子 拟 悖 论 能 够 被 证 明 是 一 个 正 真 的 量子 悖 论 . 








































































































2 量子 拟 悖 论 和 量子 诡辩 论 悖 论 . 

以 下 的 拟 悖 论 和 次 辩论 悖 论 的 基础 是 二 律 相 悖 :有 形 的 /无 形 的 ,宿命 
论 者 / 非 命 运 论 者 ,稳定 的 /不 稳定 的 ,长 时 存在 / 短 时 存在 , 同时 ,事实 是 这 
些 成 对 的 矛盾 没有 明确 的 分 离 点 . 

2.1.1) 无 形 的 拟 悖 论 :我 们 有 形 的 世界 是 由 整个 无 形 的 颗粒 组 成 
































的 . 
2.1.2) 无 形 的 诡辩 论 悖 论 :在 有 形 和 无 形 的 事物 之 间 没 有 一 个 清楚 

的 分 界线 . 

a) 一 个 无 形 的 颗粒 不 能 产生 一 个 有 形 的 物体 ,也 不 能 产生 二 个 无 形 
的 颗粒 ,三 个 无 形 的 颗粒 等 等 . 然而 ,在 某 些 方面 ,无 形 的 颗粒 的 积聚 变 的 
足够 大 以 致 产生 一 个 有 形 的 物体 .但 是 显然 我 们 很 难 确定 这 个 产生 变化 
的 临界 点 在 哪里 . 

b) 一 个 类 似 的 怪 论 可 以 发 展 到 它 的 相反 面 .从 一 个 有 形 的 物体 中 殊 
除 掉 一 个 颗粒 ,这 个 物体 可 能 依然 是 一 个 有 形 的 物体 .然而 ,继续 重复 这 个 
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过 程 ,在 某 点 上 ,这 个 有 形 的 物体 会 腐烂 到 变 成 无 形 .但 是 我 们 无 法 定义 这 
个 发 生变 化 的 临界 点 在 哪里 . 

2.2.1) 不 确定 的 拟 悖 论 :在 某 些 程度 ,大 的 物体 在 宿命 者 论 的 原则 
下 由 基本 的 颗粒 的 整体 产生 ,这 是 在 Heisenberg 的 ”不 定论 ”下 实现 的 . 
2.2.2) 不 确定 的 诡辩 论 悖 论 :类 似 地 ”宿命 者 论 原 则 ”下 的 事物 
和 ” 非 命运 者 论 原则 ”下 的 事物 没有 明晰 的 分 界 点 . 

2.3.1) 不 稳定 的 拟 悖 论 : ”稳定 的 ?事物 是 由 ”不 稳定 的 ?基本 颗粒 形 
基本 颗粒 在 释放 的 时 候 会 腐烂 消失 ). 

2.3.2) 不 稳定 的 诡辩 论 悖 论 :类 似 地 ,” 稳 定 的 ”事物 和 ”不 稳定 的 " 事 
物 之 间 没 有 明确 的 分 界 点 . 

2.4.1) 短 时 存在 的 拟 悖 论 :" 长 时 存在 ”的 事物 由 ” 短 时 存在 的 ”基本 
颗粒 形成 。 

2.4.2) 短 时 存在 的 诡辩 论 悖 论 : 类 似 地 ,” 短 时 存在 ”的 事物 和 ”长 时 
存在 的 ”事物 之 间 没 有 明确 的 分 界 点 . 






































成 的 . 
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3 结论 

更 多 这 样 的 量子 拟 悖 论 和 悖 论 被 设计 出 ,所 有 这 些 悖 论 组 成 了 一 
2ÉSmarandache*& F WIF i16. (M.Khoshnevisan 博 士 , 格 里 菲 斯 大 学 ,黄金 
海岸 (加 纳 ), 昆 士 兰 州 ,澳大利亚 .) 




















147 


Smarandache 未 解决 问题 研究 








148 


参考 文献 


1] F. Smarandache, Only Problems, Not Solutions [M], Chicago, Xiquan Publishing 

House, 1993. 

2] Farris Mark and Mitchell Patrick, Bounding the Smarandache function [J], Smaran- 

dache Notions Journal, Vol. 13(2002), 37-42. 

3] Liu Yaming, On the solutions of an equation involving the Smarandache function 

[J], Scientia Magna, Vol.2 (2006), No. 1, 76-79. 

4] Jozsef Sandor, On certain inequalities involving the Smarandache function [J]. Sci- 

entia Magna, Vol.2 (2006), No. 3, 78-80. 

5] 徐 哲 峰 ,， Smarandache 函数 的 值 分 布 性 质 [J], 数学 学 报 ，Vol.49(2006), No.5, 1009- 

1012. 

6] Le Maohua, An equation concerning the Smarandache LCM function [J], Smaran- 

dache Notions Journal, 2004, 14: 186-188. 

7| Lv Zhongtian, On the F.Smarandache LCM function and its mean value [J], Sci- 

entia Magna, 2007, 3(1): 22-25. 

8] E HÆ, ACT F.Smarandache LCM 函数 与 除数 函数 的 一 个 混合 均值 可 , 纯粹 数学 与 

应 用 数学 , 2007, 23(3), 315-318. 
9] 沈 虹 , 一 个 新 的 数论 函数 及 其 它 的 值 分 布 可 , 纯粹 数学 与 应 用 数学 , 2007, 23(2), 235- 

238. 
10] 潘 承 洞 , KA. 初等 数论 [M], 北京 大 学 出 版 社 , 北京 , 2003. 
11] 张 文 鹏 等 , 初等 数论 [M], 陕西 师范 大 学 出 版 社 , 西安 , 2007. 


12] Wang Yongxing, On the Smarandache function. Research on Smarandache Problem 
















































































in Number Theory (Edited by Zhang Wenpeng, Li Junzhuang and Liu Duansen). Hexis, 
Vol.II(2005), 103-106. 

13] Tom.M. Apostol, Introduction to analytic number theory, New York: Springer- 
Verlag, 1976, 77. 

14] Kenichiro Kashihara, Comments and topics on Smarandache notions and problems, 
Erhus University Press, USA, 1996. 

15] Guohui Chen, Some exact calculating formulas for the Smarandache function, Sci- 
entia Magna, Vol.2(2006), No.2, 95-97. 

16] C.Ashbacher, Some properties of the Smarandache-Kurepa and Smarandache- 
Wagstaff functions, Mathematics and Informatics Quarterly, 7(1997), 114-116. 

17] A.Begay, Smarandache ceil functions, Bulletin of Pure and Applied Sciences, 
16E(1997), 227-229. 

18] I.Balacenoiu and V.Seleacu, History of the Smarandache function, Smarandache 
Notions Journal, Vol. 10 (1999), 192-201. 

19] A.Murthy, Some notions on least common multiples, Smarandache Notions Jour- 
nal, Vol. 12 (2001), 307-309. 

20] Aledsandar Ivić, The Riemann zeta-function theory, New York, 1985, 407-413. 

21| Fu Jing, An equation involving the Smarandache function. Scientia Magna, Vol.2 








参考 文献 





(2006), No. 4, 83-86. 

22] F. Smarandache, Sequences of numbers involving in unsolved problem, Hexis, 2006, 
17-18. 

23] M.L.Perez, Florentin Smarandache, Definitions, solved and unsolved problems, con- 
jectures and theorems in number theory and geometry, Xiquan Publishing House, 2000. 
24] Jin Zhang, Pei Zhang, The mean value of a new arithmetical function, Scientia 
Magna, Vol.4, No.1, 2008: 79-82. 

25] Aleksandar Ivić, The Riemann Zeta-function, Dover Publications, New York, 2003. 
26] Jozsef Sandor, On certain generalizations of the Smarandache function, Smaran- 
dache Notions Journal, Vol.11 (2000), No.1-2-3, 202-212. 

27] M.N.Huxley, The distribution of prime numbers, Oxford University Press, Oxford, 
1972. 

28] A.Ivic. On a problem of Erdós involving the largest prime factor of n. Monatsh. 
Math., Vol.145(2005), 35-46. 

29] S. Tabirca. About S-multiplicative functions, Octogon, 1999,7: 169-170. 

30] P.Erdós. Problem 6674, Amer. Math. Monthly, Vol.98, 1991, 965. 

31] Jozsef Sandor, On a dual of the Pseudo-Smarandache function [J], Smarandache 
Notions (Book series), Vol.13(2002), 16-23. 

32] Maohua Le, Two function equations [J], Smarandache Notions Journal, 
Vol.14(2004), 180-182. 

33] M. Bencze, Aplica.ii ale unor .iruri de recuren.. .n teoria ecua.iilor diofantiene, 
Gamma (Bra.ov), XXI-XXII, Anul VII, Nr.4-5, 1985, pp.15-18. 

34| Z. I. Borevich - I. R. Shafarevich, Teora numerelor, EDP, Bucharest, 1985. 

35] A. Kenstam, Contributions to the Theory of the Diophantine Equations Az" — 
By" =C.G. 

36] H. Hardy and E.M. Wright, Introduction to the theory of numbers, Fifth edition, 
Clarendon Press, Oxford, 1984. 

37] N. Iv..hescu, Rezolvarea ecua.iilor .n numere .ntregi, Lucrare pentru oblinerea ti- 
tlului de profesor gradul 2 (coordonator G. Vraciu), Univ. din Craiova, 1985. 

38| E. Landau, Elementary Number Theory, Celsea, 1955. 

39| Calvin T. Long, Elementary Introduction to Number Theory, D. C. Heath, Boston, 
1965. 

40] L. J. Mordell, Diophantine equations, London, Academic Press, 1969. 

41] C. Stanley Ogibvy, John T. Anderson, Excursions in number theory, Oxford Uni- 
versity Press, New York, 1966. 

42] W.Sierpinski, Oeuvres choisies, Tome I. Warszawa, 1974-1976. 


43] F. Smarandache, Sur la résolution d'équations du second degréa deux inconnues 








dans Z , in the book Généralizations et généralités, Ed. Nouvelle, Fés, Marocco; 
MR:85h:00003. 

44] David Gorski, The pseudo Smarandache function [J]. Smarandache Notions Jour- 
nal, 2002, 13: 140-149. 

45] Liu Yanni, On the Smarandache Pseudo Number Sequence [J]. Chinese Quarterly 
Journal of Mathematics. 2006, 10(4): 42-59. 








149 


Smarandache 未 解决 问题 研究 








150 


46] Lou Yuanbing, On the pseudo Smarandache function [J]. Scientia Magna, 2007, 
3(4): 48-50. 

47| Zheng Yanni, On the Pseudo Smarandache function and its two conjectures [J], 
Scientia Magna. 2007, 3(4): 50-53. 

48] KIWE, 严 士 健 . 初等 数论 [M]. 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 1982. 

49] EAX, 关于 Smarandache 函 数 S(m) 的 一 个 猜想 [可 , 纯粹 数学 与 应 用 数学 ，2007， 
23(2): 205-208. 
50] 薛 社 教 , 一 个 新 的 算术 函数 及 其 均值 中, 纯粹 数学 与 应 用 数学 , 2007, 23(3): 351-354. 
51] 张 文 鹏 , 关于 Smarandache 函 数 的 两 个 问题 J, 西北 大 学 学 报 , Vol.28 (2008), No.2, 
173-175. 
52] IKE, 一 个 包含 伪 Smarandache 函 数 及 其 对 偶 函 数 的 方程 可 , 纯粹 数学 与 应 用 数学 ， 
Vol.10 (2008), No.4, 100-104. 
53] Jozsef Sandor, On additive analogues of certain arithmetic function, Smarandache 
Notions J, Vol.14(2004), 128-132. 

54] Sloane, N.J.A. - Sequence A001223/M0296 in “An On-Line Version of the Ency- 


clopedia of Integer Sequences” . 
















































































55] C.Dumitrescu and V.Seleacu, Some solutions and questions in number theory [M], 
Erthus Univ Press, Glendale, 1994. 

56] G.H.Hardy, E.M.Wright, An introduction to the theory of numbers [M], Oxford 
Univ. Press, Oxford, 1981. 

57] H.L.Montgomery and R.C.Vaughan, The Distribution of Squarefree Numbers, Re- 
cent Progress in Analytic Number Theory [M], Vol. 1, 247-256. 

58] V.Mladen and T.Krassimir, Remarks on some of the Smarandache’s problem, Part 
2 [J], Scientia Magna, Vol. 1 (2005), No.2, 1-26. 

59] Xigeng Chen, Two problems about 2-power free numbers, Scientia Magna [J], Vol.2 
(2006), No.1, 70-71. 

60] Felice Russo, A set of new Smarandache functions,sequences and conjectures in 
number, 2000 . 

61] Maohua Le, The function equation S(n) = Z(n), Scientia Magna, 1(2005), No.2, 
109-110. 

62] Ashbacher,Charles, On numbers that are Pseudo-Smarandache and Smarandache 
perfect, Smarandache Notions Journal, 14 (2004), PP.40-41. 

63] Maohua Le, On the Pseudo-Smarandache-Squarefree function, Smarandache No- 
tions Journal, 13(2002), 229-236. 

64] BALACENOIUI, SELEACU V. History of the Smarandache function, Smarandache 
Notions Journal, 1999, (10): 199-201. 

65| F.Mark, M .Patrick, Bounding the Smarandache function, Smarandache Journal, 
13 (2002). 

66] Jian Ge, Mean value of F.Smarandache LCM function [J], Scientia Magna, Vol.3 
(2007), No. 2, 109-112. 

67] 潘 承 洞 , 潘 承 彪 , 素数 定理 的 初等 证 明 [M], 上 海 科 学 技术 出 版 社 , 上 海 , 1988. 

68] Le Maohua. A conjecture concerning the Smarandache dual functions[J]. Smaran- 
dache Notions Journal, 2004(14): 153-155. 






































参考 文献 





69] Li Jie. On Smarandache dual functions[J]. Scientia Magna, 2006(2): 111-113. 

70| G.H.Hardy and E.M.Wright. An introduction to the theory of numbers, Oxford 
University Press, 1981. 

71] R.L.Duncan. A class of additive arithmetical functions. Amer.Math. Monthly, 
69(1962), 34-36. 

72| D.R.Heath-Brown, The differences between consecutive primes, Journal of London 
Math. Soc., Vol. 18(1978), No. 2, 7-13. 

73| D.R.Heath-Brown, The differences between consecutive primes, Journal of London 
Math. Soc., Vol. 19(1979), No. 2, 207-220. 

74] D.R.Heath-Brown and H.Iwaniec, TO the difference of consecutive primes, Invent. 
Math., Vol. 55(1979), 49-69. 

75] LBalacenoiu and V.Seleacu, History of the Smarandache function, Smarandache 
Notions Journal, Vol. 10 (1999), 192-201. [76] D.R.Heath-Brown, The differences be- 
tween consecutive primes [J], Journal of London Mathematical Soc., 1978, 18 (2): 7-13. 











77] D.R.Heath-Brown, The differences between consecutive primes [J], Journal of Lon- 
don Mathematical Soc., 1979, 19 (2): 207-220. 

78] Cucurezeanu, I., "Probleme de aritmetica si teoria numerelor", Ed. Tehnica, Bu- 
curesti, 1966. 

79| Patrizio, Serafino, " Generalizzazione del teorema di Wilson alle terne prime", En- 
seignement Math., Vol. 22(2), nr. 3-4, pp. 175-184, 1976. 

80] Popa, Valeriu, " Asupra unor generalizari ale teoremei lui Clement", Studiisi cerc- 
etari matematice, Vol. 24, Nr. 9, pp. 1435-1440, 1972. 

81] Smarandache, Florentin, " Criterii ca un numar natural sa fie prim", Gazeta Matem- 
atica, Nr. 2, pp. 49-52; 1981; see Mathematical Reviews (USA): 83a: 10007. 

82] Aw, JU/ E, Smarandache 问题 研究 [M], High American press, American, 2006. 
83] Xli, 李 玲 , 刘 保 利 , Smarandache 未 解决 的 问题 及 其 新 进展 [M], High American 
press, American, 2008. 

84] Eat, UAW, 张 谨 ,关于 Smarandache 未 理论 及 
press, American, 2008. 

85] V.Christianto and F.Smarandache, Cultural Advantage for Cities: An Alternative 
for Developing Countries,InfoLearnQuest, 2008. 






























































有 关 问 JB [M], High American 


86] Lejeune-Dirichlet, "Vorlesungen über Zahlentheorie", 4te Auflage, Braunschweig, 
1894, 38. 

87] Sierpinski, Waclaw, "Cestimsi ce nustim despre numerele prime", Ed.Stiintifica, 
Bucharest, 1966. 

88] Smarandache, Florentin, "O generalizare a teoremei lui Euler referitoare la con- 
gruente", Bulet. Univ. Brasov, Seria C, Vol. XXIII, pp. 7-12, 1981; see Mathematical 
Reviews: 84j: 10006. 

89] Smarandache, Florentin, ”Généralisations et Généralités", Ed. Nouvelle, Fés, Mo- 
rocco, pp. 9-13, 1984. 

90] Smarandache, Florentin, ” A function in the number theory," An. Univ. Timisoara, 
SeriaSt. Mat., Vol. XVIII, Fasc. 1, pp. 79-88, 1980; see M.R.: 83c: 10008. 


\ 














91] Smarandache, Florentin, ” Problèmes avec et sans ... problémes!", Somipress, Fès, 


151 


Smarandache 未 解决 问题 研究 








152 


Morocco, 1983; see M.R.: 84k: 00003. 

92] Mudge, Mike, "Smarandache Sequences and Related Open Problems”, Personal 
Computer World, Numbers Count, February 1997. 

93] Mudge, Mike, "Smarandache Sequences and Related Open Problems”, Personal 
Computer World, Numbers Count, February 1997. 

94] Smarandache, Florentin, ” Collected Papers” (Vol. II), University of Kishinev, 1997. 
95] Erdos, P., Ashbacher C., Thoughts of Pal Erdos on Some Smarandache Notions, 
jSmarandache Notions Journal;, Vol. 8, No. 1-2-3, 1997, 220-224. 








96] Sloane, N. J. A., On-Line Encyclopedia of Integers, Sequence A048839. 


Research on Smarandache 
Unsolved Problems 


Jianghua Li 

Department of Mathematics 
Northwest University 
Xian, Shaanxi, 710127 
P. R. China 


Yanchun Guo 

Department of Mathematics 
Xianyang Normal University 
Xianyang, Shaanxi, 712000 
P. R. China 


High American Press 


2009 





Ü 1 al il la Hl ll al Um" 


10 10 10 10 10 





The main purpose of this book is to introduce some research on Smarandache 
problems, which are get by author during the study for a master's degree period, and 
some new results of current domestic and foreign scholars are also given in some 
chapters, about every problem, we introduce its origin, context, current situation. 
Including the mean value of arithmetic functions, identities, problem of prime number, the 
solutions of special equations. We hope that the readers could be interested in these 
issues. At the same time, this book could open up the readers perspective, guide and 
inspire the readers to these fields. 





